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4 INHALTSVERZEICHNIS

0.1 Einleitung

Das Schliisselwort im Thema der vorliegenden Diplomarbeit ist das Wort
"gleichméafig”. Da es keine allgemeinverbindliche Definition gibt, die alle
Aspekte umfafit, kann man das gegebene Thema nur so behandeln, daf
man verschiedene Gleichméafligkeitsforderungen stellt und versucht, fiir die
jeweils giiltige Gleichméfigkeitsforderung optimale Punktanordnungen zu
ermitteln, wobei man sich oft mit Abschétzungen zufrieden geben muf.

In dieser Arbeit werden vor allem folgende GleichméfBigkeitsforderungen ge-
stellt:

e Auf der Kugel sind n Punkte so zu verteilen, dafi der Minimalabstand
zwischen je zwei von ihnen moglichst grofl wird.

e Auf der Kugel sind n Punkte so zu verteilen, da§ der (sphérische)
Abstand von jedem Punkt der Kugeloberfliche zu einem der gegebenen
Punkte moglichst klein wird.

e Auf der Kugel sind n Punkte z1,...,x, so zu verteilen, daf fiir ein
festes Mafl u, fiir eine geeignete Klasse ¢ von Funktionen f und fiir
eine geeignet festgelegte Norm || . || das Funktional
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moglichst klein wird.

e Die Kugel ist in verschiedener Hinsicht (Oberfliche, Volumen,mittlere
Breite ...) durch ein n-eckiges (n-flichiges) Polytop bestmoglich zu
approximieren.

Am bedeutendsten ist die dritte Forderung, da sie verschiedene Diskre-
panzbegriffe der stochastischen Zahlentheorie sowie Fragen der numerischen
Integration, der Energiesummen und der Approximation beinhaltet.



Kapitel 1

Lagerungen auf der 3-Sphire

1.1 Problemstellung und Definitionen

Im Jahre 1930 entdeckte der Biologe Tammes [83], daf sich auf Pollenkérnern
die Austrittsoffnungen der Pflanzenkeime so anordnen, dafl der Minimalab-
stand zwischen je zwei von ihnen moglichst grof§ wird [? Tammes’sches Pro-
blem” | [5.29,30,63,83].

Die zugrundeliegende Fragestellung lautet: Wie kann man auf der Kugel n
Punkte so verteilen, dafi der Minimalabstand zwischen je zwei von ihnen
mdaglichst grof§ wird ¢

Umgekehrt kann man sich die Frage stellen: Wie kann man auf der Kugel
n Punkte so verteilen, daf8 der (sphdrische) Abstand von jedem beliebigen
Punkt der Kugel zu einem der gegebenen Punkte mdglichst klein wird ¢
Der sphérische Minimalabstand in der ersten Fragestellung sei 2p. Dann
kénnen wir um jeden der n Punkte einen (offenen) Kreis mit Radius p legen,
sodaf} niemals zwei dieser Kreise einen inneren Punkt gemeinsam haben. Ein
beliebiger Punkt der Kugel kann dann zu héchstens einem Kreis gehoren.

Beim zweiten Problem kénnen wir um jeden der n Punkte einen (abge-
schlossenen) Kreis mit Radius p ziehen, sodaf jeder Punkt der Kugelober-
fliche mindestens einem der Kreise angehort.

Auf der Sphére heifit eine Menge von (offenen) Kreisen Unterdeckung der
Sphére, wenn jeder Punkt der Sphire hochstens einem Kreis angehort. Eine
Menge von (abgeschlossenen) Kreisen auf der Sphire heifit Uberdeckung der
Sphére, wenn jeder Punkt der Sphére zu mindestens einem Kreis gehort.

Um die Dichte einer Lagerung, das heifit die Dichte einer Unter- oder
einer Uberdeckung, zu berechnen, berechnen wir die Summe der Oberfliichen
der Kreise der Lagerung und dividieren dann durch die Gesamtoberfliche
der Kugel, das ist 4p. s.[29]

Da sich der Inhalt einer Kugelkappe mit Radius p ausdriicken 148t durch

J(p) =27 - (1 —cosp), gilt fiir die Dichte einer Lagerung von n kongruenten

n-J(p)
47

Kreisen: 6,, = =5 - (1 —cosp).
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Da wir nur Lagerungen kongruenter Kreise betrachten, so vereinbaren
wir, daf} eine ” Unterdeckung vom Radius r ” stets eine Unterdeckung der
Sphiire durch kongruente Kreise vom Radius r sei und daB eine ” Uber-
deckung vom Radius R ” stets eine Uberdeckung der Sphére durch kongru-
ente Kreise vom Radius R sei.

Wir suchen nun also zu jeder natiirlichen Zahl n[> 2] die Unterdeckung
der Sphére durch n kongruente Kreise mit grofitmoglichem Radius und
groftmoglicher Dichte.

Weiters suchen wir zu jedem n die bestmégliche (optimale) Uberdeckung
der Sphire, das heiBt die Uberdeckung mit kleinstméglichem Radius und
kleinstmoglicher Dichte.

Den Radius der optimalen Unterdeckung bezeichnen wir mit r,,, und ihre
die Dichte mit d,, [sie ist klarerweise stets < 1].

Den Radius der optimalen Uberdeckung bezeichnen wir mit R,, und ihre
die Dichte mit D), [sie ist klarerweise stets > 1].

Obwohl die Probleme zueinander dual sind, wurde vor allem das Un-
terdeckungsproblem untersucht; auch wir wollen uns vor allem mit ihm
beschéftigen.

Auf einen Zusammenhang des Unterdeckungsproblemes mit Fragen der
Informationstheorie hat v.d. Waerden [95] hingewiesen.

1.2  Aus der Polyedergeometrie

Bevor wir uns mit Lagerungsproblemen befassen kénnen, miissen wir uns
zunédchst mit einigen Ergebnissen der Polyedergeometrie vertraut machen.

Eine Menge heifit konver, wenn in ihr mit je zwei Punkten auch stets
deren Verbindungsstrecke enthalten ist. Konvexe Mengen, die kompakt sind
und ein nichtleeres Inneres besitzen, heiflen konvexe Korper.

Unter einem konvexen Polytop P verstehen wir einen Durchschnitt von
endlich vielen Halbrdumen H;, die bis auf Permutationen eindeutig bestimmt
sind. Es ist dann:

P = ﬂ?;lHi

Hat der einbettende Raumes die Dimension 2, so sprechen wir von Po-
lygonen, hat er die Dimension 3, sprechen wir von Polyedern.
Zu jedem Polytop gibt es ein duales Polytop. Das zu einem Polytop P duale
Polytop P* entsteht als Schnitt der Halbriume H! := {x: P;-x < 1}, die zu
den Ecken von P in Bezug auf die Sphére S9! ¥ polar’ sind: P* = N HY.
Analytisch 1483t sich das duale Polytop beschreiben durch:

Pr={xecR%:x-y<1Vye P}

Mit {Py, .., Py} bezeichnen wir hier die Eckpunkte von P; weiters wird
mit P; auch der zum Punkt P; gehorige Ortvektor bezeichnet.
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Es gilt, dafl das duale Polyeder eines Polyeders mit e Ecken und f Flachen
stets ein feckiges und e-flichiges Polyeder ist.

Die obige Dualititsdefinition kann wortlich auf die Menge K der konvexen
Korper iibertragen werden. Es sind duale Mengen konvexer Korper stets
wieder konvexe Korper und es gilt [51]:

K* = (K*)*=KVK €K

Wir betrachten nun eine endliche Anzahl von Halbkugeln auf der Sphére.
Besitzt ihr Durchschnitt () innere Punkte, so heifit () konvezxes sphdri-
sches Vieleck, bzw. konvexes sphirisches Polygon. Der Flicheninhalt ei-
nes konvexen, sphérischen n-Eckes mit Winkeln oy, .., a,, ist gegeben durch
a1+ ..+ a, — (n—2) - 7. Daher ist der Flidcheninhalt eines Dreiecks auf der
Einheitskugel mit den Winkeln «,3,y gegeben durch a4 g 4+~ — .

Ist ein konvexes Polyeder P des IR? mit fFlichen, k Kanten und e Ecken
gegeben, so konnen wir um jeden inneren Punkt O eine Einheitskugel schla-
gen und die Fliachen des Polyeders auf die Kugeloberfliche projizieren. So
erhalten wir auf der Kugeloberfliiche sphérische Vielecke, die diese schlicht
iiberdecken: jeder Punkt der Sphére liegt im Inneren von hochstens einem
und in der abgeschlossenen Hiille von mindestens einem Vieleck dieser Pro-
jektion. Eine schlichte Uberdeckung der Kugel durch Polygone heifit auch
Mosaik.

Wir wenden nun die obige Fldcheninhaltsformel fiir sphérische konvexe
n-Ecke auf jedes Vieleck der Projektion an und summieren iiber alle Viel-
ecke.

Da die Kugeloberfliche [4 - 7] gleich grof ist wie die Summe der Projek-
tionsflachen [das ist 2w - e — 27 - 3k + 27 - f], erhalten wir die Euler’sche
Polyederformel

f+te=k+2 (1.1)

In jedem Polyeder ist 3f < 2k, und 3e < 2k, da jede Flidche von min-
desten drei Kanten begrenzt ist, und in jeder Ecke mindestens drei Kanten
zusammentreffen. Dabei wird insgesamt jede Kante doppelt gezihlt. Aus der
Euler’schen Formel und aus diesen Ungleichungen folgt: £ + 6 < 3f < 2k
und k 4+ 6 < 3e < 2k. Bezeichnet p = 2k/f die mittlere Seitenanzahl einer
Fliache und bezeichnet ¢ = 2k /e mittlere Kantenanzahl einer Ecke, so gelten
die Ungleichungen:

p<6-12/f <6 (1.2)
g<6-12/e<6 (1.3)
1/p+1/q<1/2. (1.4)

FEine Polyederfliche wollen wir regelmdj$ig nennen, wenn sie durch ein
regulidres Polygon, d.i. ein Polygon mit gleich groflen Winkeln und gleich
groflen Seiten, gebildet wird. Eine Ecke nennen wir regulér, wenn aus einer
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Kugel um diese Ecke, die weder auf ihrem Rand noch in ihrem Inneren wei-
tere Polyederecken enthélt, durch die angrenzenden Seitenflichen stets ein
reguléres sphérisches Polygon herausgeschnitten wird. Besitzt ein Polyeder
nur regulédre Ecken und nur reguldre Flachen , so sprechen wir von einem re-
guldren Polyeder oder Platonischen Kérper. Diesen Korpern schreibt Plato
in seiner ”Ideenlehre” - als Muster der Vollendung - besondere Eigenschaften
Zu.

Da bei ihnen alle Fldchen regulédr sind, miissen alle Fldchen gleich viele
Ecken besitzen; analogerweise treffen sich in jeder Ecke gleich viele Kanten.
Daher wird ein platonischer Kérper, bei dem jede Fléche p die Ecken und
jede Ecke q Kanten besitzt, iiblicherweise mit dem Symbol p,q bezeichnet.

Wegen % + % < % gibt es im IR? nur folgende reguliire Korper :

reguldres Tetraeder {3,3}
reguldres Hexaeder (Wiirfel) {3,4}
regulidres Ikosaeder {3,5}
reguldres  Oktaeder {4,3}

reguldres Pentagon-Dodekaeder {5,3}

Auch die Dualkorper der reguldren Korper sind reguldr, da durch die
Dualitédtstransformation aus reguldren Fliachen reguldre Ecken und aus re-
guléren Ecken reguldre Flachen werden.

Es gilt: Das Tetraeder ist sein eigener Dualkorper, der Wiirfel ist der Du-
alkorper der Oktaeders, das Oktaeder ist der Dualkorper der Wiirfels, das
Ikosaeder ist der Dualkorper des Pentagon-Dodekadeders und das Pentagon-
Dodekaeder ist der Dualkorper des Ikosaeders.

Als néchste Klasse bieten sich zur Untersuchung die Polyeder an, die ent-
weder nur reguldre Flichen oder nur reguldre Ecken besitzen. Von gréflerem
Interesse sind fiir uns die Polyeder mit regulédren Fléichen.

Sind ihre Ecken zueinander kongruent, so heiflen sie Archimedische Korper
und werden iiblicherweise mit (i,j,k,..) bezeichnet. Diese Schreibweise besagt,
daf} in einer Ecke ein i-, dann ein j-, dann ein k-Eck usw. zusammentreffen.
[Die Struktur der Flichen, die sich um eine Ecke gruppieren, ist iiberall
gleich.]

Die meisten Archimedischen Kérper kann man aus den Platonischen dadurch
konstruieren, daf man die Ecken in geeigneter Weise ” kappt” . Einen Uber-
blick iiber die in IR? vorhandenen Archimedischen Korper gibt die folgende
Tabelle, die nur die 15 nichtentarteten Falle enthélt [30]:
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Bezeichnung e f k | Bezeichnung

(3,6,6) 12 8 | 18 | abg. Tetraeder

(3,8,8) 24 14 | 36 | abg. Hexaeder

(3,10,10) 60 32 | 90 | abg. Ikosaeder

(4,4,n) 2n | n+2 | 3n | arch. Prisma

(4,6,6) 24 14 | 36 | abg. Oktaeder

(4,6,8) 48 26 | 72 | abg. Kuboktader

(4,6,10) 120 62 | 180 | abg. Ikosidodekaeder

(5,6,6) 60 32 | 90 | abg. Dodekader;” Fuf3ball”

(3,3,3,n) 2n | 2n+2 | 4n | arch. Antiprisma

(3,4,3,4) 12 14 | 24 | Kuboktaeder

(3,4,4,4) 24 26 | 48 | Rhombenkuboktaeder

(3,4,5,4) 60 62 | 120 | Rhombenikosidodekaeder

(3,5,3,5) 30 60 | 32 | Ikosidodekaeder

(3,3,3,3,4) 24 38 | 60 | abgeschrigtes Hexaeder

(3,3,3,3,5) 60 92 | 150 | abgeschrigtes Dodekaeder
[abg. =” abgestumpftes ” | arch. = 7 archimedisches ”]

Die Klasse der halbregulidren Kérper mit reguliren Ecken (sie enthilt z.B.
das Rhombendodekaeder) entsteht durch Dualitiditstransformation aus der

Klasse der Archimedischen Korper.

Sind auf einer Sphéire n Punkte { P, .., P, } gegeben, so kénnen wir aus ihnen
unter anderem auf folgende zwei Arten Polyeder konstruieren:

e Wir bilden die konvexe Hiille conv{Px, .., P,}, dh. die Menge

P={xeR':x=) APmit Y A\ =1und0 <\ <1Vi}.

=1

Die konvexe Hiille P = conv{ P}, .., P,} ist bekanntlich [51] die kleinste
konvexe Menge, die {P,.., P,} enthélt und ist in unserem Fall - da
alle Punkte auf der Kugel liegen - stets der Kugel einbeschrieben.
Zerlegen wir das so erhaltene Polyeder durch Diagonalen in Dreiecke
und projizieren wir dieses Dreickspolyeder auf die Kugel, so entsteht
das n-eckige Mosaik der Standardtriangulierung der Kugeloberflache

in zuldssige Dreiecke [s. 1.3].

e Wir legen durch jeden Punkt der Menge {P,.., P,} die Tangential-
ebene an die Kugel. Die Ebenen zerlegen den umgebenden Raum in
Halbrédume, von denen wir diejenigen miteinander schneiden, die den
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Kugelmittelpunkt enthalten. Das so erhaltene Polyeder, das wir den
Tangentialkérper nennen wollen, ist stets der Kugel umschrieben.
Projizieren wir das Tangentialpolyeder auf die Kugeloberflache, so ent-
steht die Zerlegung der Sphére in die Dirichlet’schen Zellen der Punkte
{Pi, .., P,}. Die Dirichlet’sche Zelle eines Punktes P aus dieser Men-
ge ist dabei definiert als die Menge aller Punkte der Kugeloberfléiche,
deren Abstand zu diesem Punkt kleiner ist als der Abstand zu irgend
einem anderen Punkt der Punktmenge {Pi, .., P,}.

Die Zerlegung in Dirichlet’sche Zellen kann man stets als Dreikantmo-
saik auffassen.

1.3 Regulire Lagerungen

Wir beginnen nun mit der Untersuchung des Lagerungsproblems und fithren
dazu folgende Bezeichnungen ein:

Eine Unterdeckung vom Radius r soll r-gesittigt heiflen, wenn man einen
weiteren Kreis vom Radius r nur dadurch unterbringen kann, dafl man ihn
mit einem bereits vorhandenen schneidet.

Da wir eine nicht geséttigte Unterdeckung durch Hinzufiigen weiterer Krei-
se sdttigen konnen, diirfen wir 0.B.d.A. stets annehmen, dafl bereits eine
gesattigte Unterdeckung vorliegt.

Die Standardtriangulierung einer r-geséttigten Unterdeckung soll im weite-
ren stets r-Triangulierung heiflen, und besitzt folgende Eigenschaften [70]:

1. sie hat aufgrund des Euler’schen Polyedersatzes f = k+ 2 — e =
3-(n—2)+2—n=2n— 4 Dreiecke.

2. Ein Umbkreis eines Triangulierungsdreieckes kann keine weiteren Ecken
des Mosaikes als innere Punkte enthalten.

3. Ist 7’ die Diagonale eines sphérischen Quadrates mit Seitenléinge 2r, so
miissen zwei Punkte mit Abstand kleiner v’ auf derselben Dreiecksseite
liegen.,

4. Ein zulédssiges Dreieck hat Seiten > 2r und Umkreisradius kleiner 2r;
es gilt auch die Umkehrung.

5. Bezeichnen wir mit p, den Winkel eines gleichseitigen Dreieckes mit

Seitenlédnge 2r. [Aus dem sphérischen Kosinussatz folgt die Formel
COS pp = 1_?_‘2%2%], so kann man beweisen, dafl der Winkel eines zul&ssi-
gen Dreieckes stets zwischen p,/2 und 2p, liegen muf}, ohne allerdings

die Werte p,/2 und 2p, erreichen zu koénnen [70].
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Besitzt ein sphérisches Dreieck Seitenldngen > r und einen festen Winkel 6,
so ist die kleinstmogliche Flache des Dreiecks gegeben durch:

) A20) furpe/2 <0 <p,
A(G)‘{ A(D)  firpr <0 <2,

Hierbei bezeichnet A(w) den Flidcheninhalt eines sphérischen, Dreieckes mit
zwei Seiten der Lange 2r und dem von ihnen eingeschlossenem Winkel w.
Die Funktion it A ist konkav in den Intervallen [p,/2,p,] und [p,,2p,] und
kann daher ihren Minimalwert nur an den Stellen p, /2, p, oder 2p, anneh-
men. Da A(p,/2) = A(pr) = A(2pr) = A(pr) = 3pr — 7 ist und da [s.(v)]
von diesen drei Werten nur p, auftreten kann, ist unter allen gleichschenke-
ligen Dreiecken das gleichseitige das Dreieck, das die kleinste Fliche besitzt.
Diese Fliche werden wir im weiteren stets mit Aqor [= A(p,) = 3p, — 7]
bezeichnen.
Da die r-Triangulierung [s.(i)] aus 2n-4 Dreiecken besteht, und da ” Anzahl
der Dreiecke mal Minimalfliche” kleiner gleich der Kugeloberfliche 47 sein
muf, folgt:

(2n —4)- A, <Arw (1.5)

Wir setzen in diese Ungleichung A, = 3p, — 7 ein und erhalten:

3pr —m<dm/(2n—4)=2-7/(n — 2)

3pTSl%—&wr:(27r+n~7r—27r)/(n—2):7r-n7_12
T n
2 < =
Pr/2 S 6 n—2

Wegen cos p, = cos2r/(1 + cos2r) erhalten wir aus p, < 2v,:
cos 2r > (cos 27y,) - (1 + cos 2r) = cos 2, + (cos 2r) - (cos 2,,)

cos 2y, cos? Yn — sin® Yn cos? Yn — sin® Yn cot? Y — 1

cos 2rge = =
94T " os 27, 1 —(1—2sin?~,) 2sin? v, 2

Zusammenfassend erhalten wir die Ungleichung von Fejes-Téth fiir den sphéri-
schen Abstand in einer Unterdeckung [29], [30]:
cos 2r > (cot?y, —1)/2 (1.6)

Diese Ungleichung besagt fiir den sphérischen Minimalabstand b,,:
limsup by, - v/n < \/87/v3 = 3,80 (1.7)

Wa&hlt man die n Punkte jedoch aus einer unendlichen Folge Py, Ps, ...
auf S? aus, so gilt fiir deren sphérischen Minimalabstand b, [35]:

o 2
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Fiir die Ungleichung (2) gibt es zumindest fiinf verschiedene Beweise
[29,30,39,70], darunter folgende zwei:

(1) Wir zerlegen die Sphére in Dirichlet’sche Zellen und wenden den auf das
dadurch erhaltene Dreikantmosaik folgende Ungleichung an:

Es seien 51..5,, die Fliachen eines Mosaikes, O; sei ein Punkt der Fliche 5.
Weiters bezeichne e die Anzahl der Ecken und k die Anzahl der Kanten des
Mosaikes. D = D(ABC) sei ein Dreieck mit den Ecken A, B, C und den
zugehorigen Winkeln a = (mn)/(2k), 8 = (me)/(2k) und v = 7/2. g sei eine
auf [0, 7] definierte, nicht-zunehmende Funktion und dP das Flachenelement
des variablen Punktes P. Dann gilt:

lz:;/ig(OiP)dP 341@./1)9(@)&3 (1.9)

Ist g nicht-abnehmend, so gilt die Ungleichung in umgekehrter Richtung.]
1 furo <z <r,
0 furr, <z
mosaik der Dirichlet’schen Zellen Z; der Kreismittelpunkte P; einer Lage-
rung mit Radius r,.

Da fiir alle Punkte, die sich nicht in einem Kreis der Lagerung befinden, ¢
Null wird, wird derjenige Teil der Kugeloberfliche, der durch n > 2 Kreise
vom Radius r, tiberdeckt wird, dargestellt durch:

Wir setzen g(z) = und verwenden das Dreikant-

W= Z/ng(O,-P)dP
=1 v

Analog dazu wird derjenige Teil des Dreieckes D = D(ABC), der durch
einen um den Punkt A geschlagenen Kreis mit Radius p, iiberdeckt wird,
dargestellt durch:

w:/Dg(ﬁ)dP

Klarerweise besitzt das Dreieck D die Winkel 27, 7/3 und /2.
Bezeichnen wir mit D auch den Fldcheninhalt des Dreieckes D, so erhalten
wiraus 4-k-D =4-(3n—6)- g5+ 5+ 5 —m = 47 und der Ungleichung
(2) die Ungleichung :

W /(4m) < w/D. (1.10)

Liegt eine Uberdeckung mit Radius p vor, so enthilt der Kreis um A mit
Radius p das ganze Dreieck D und es gilt

1=W/(4r) <w/D.

Diese Ungleichung enthlt eine Abschétzung fiir R, und D,,.
Analogerweise erhilt man aus (6) eine Abschétzung fiir ein Unterdeckung
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mit Radius r,, und Dichte d,,.
Diese Abschétzungen lauten nach Umformungen mit Formeln der sphéri-

schen Trigonometrie [man beachte, da cscz = ——|:

e fiir das Unterdeckungsproblem :

n 1 us n
Dichte dy < —-(1—=-csc— - 1.11
ichte dn< g ( 5 CsCy n—2) (1.11)
Radi < Lese T (1.12)
arccos(= - csc — - .
adius r, < ar 5 —
e fiir das Uberdeckungsproblem :
n 1 T n
Dichte D, > — - (1 — — - cot — - 1.13
ichte 25 ( 7 cot = n—2) (1.13)

1 T
Radius R, > arccos(—= - cot — -
"= (\/§ 6 n—2
(2) Zu den bisherigen Konstruktionsmethoden eines sphérischen Mosaik-

es soll noch eine Methode angegeben werden, die auf jedem Raum konstanter
Kriimmung definiert ist [30, S.224ff]:

) (1.14)

Wir denken uns auf der Kugel eine Lagerung von Kreisen mit Mittelpunkten
Py, Py, ... usw. gegeben. Liegt eine Unterdeckung vor, so kénnen wir 0.B.d.A.
voraussetzen, daf sie geséttigt ist, liegt eine Uberdeckung vor, so kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dafl die Kreise sich nirgends hdufen, da wir ansonsten
eine unendliche Dichte hétten. Einen Kreis, der in seinem Inneren keinen, auf
seinem Rand aber zumindest drei der Kreismittelpunkte Py, P, ... enthélt,
wollen wir Stiitzkreis nennen. Die auf seinem Rand liegenden Kreismittel-
punkte spannen ein konvexes Polygon, das Stiitzpolygon auf. Durch diese
Polygone definieren wir nun iterativ ein Mosaik auf der Sphére :

Ist AB Seite eines Stiitzpolygons, so liegt in der Halbkugel, die durch die
Trégergerade von AB begrenzt wird, aufler A und B mindestens noch ein
weiterer Kreismittelpunkt C der Lagerung. Durch A, B und C muf} es daher
einen Stiitzkreis geben, und dadurch kénnen wir an jede Seite des Ausgangs-
polygons ein weiteres Stiitzpolygon anschliefen.

Zwei Stiitzpolygone greifen niemals iibereinander. Denn einerseites konnen
sich - aufgrund der Definition - die zugehétrigen Stiitzkreise einander nicht
enthalten, andererseits gibt es in ihrem Schnitt nur zwei Punkte A und B
(das sind die Schnittpunkte der Kreisrénder), die Kreismittelpunkte und so-
mit Mosaikeckpunkte sein kénnen. Daher werden die Stiitzpolygone durch
die Gerade AB getrennt.

Starten wir bei einem beliebigen Stiitzpolygon und addieren auf jeder ” frei-
en” Seite ein weiteres, so muf} dieser Prozef3 abbrechen, sobald wir wieder
7 in die Ndhe” des Ausgangspolygons kommen, da ansonsten die Packung



14 KAPITEL 1. LAGERUNGEN AUF DER 3-SPHARE

entweder nicht geséttigt wire, oder einen Haufungspunkt besitzen miifite
[30].

Nun untersuchen wir noch den Gleichheitfall in (1): Da das Dreieck mit
kleinstem Flécheninhalt das gleichseitige Dreieck ist, kann in (1) das Gleich-
heitszeichen nur von Triangulierungen, die nur aus gleichseitigen Dreiecken
bestehen, eingenommen werden.

Solche Triangulierungen entstehen nur aus den regulédren Dreieckspolyedern.
Daher sind optimale Punktanordnungen:

fir n = 3:  Ecken eines reguldren Dreieckes,
fir n = 4:  Ecken des reguldren Tetraeders,
fir n = 6:  Ecken des reguldren Oktoeders,

fir n = 12: Ecken des reguldren Ikosaeders

Da die Ungleichung (1) auch fiir das Uberdeckungsproblem gilt [29], sind
diese vier Anordnungen fiir beide Problemstellungen optimal. Es wurde be-
wiesen [31], daf} es nur endlich viele natiirliche Zahlen mit dieser Eigenschaft
geben kann. Allerdings wurde bisher keine weitere Zahl, die diese Bedingun-
gen erfiillt, entdeckt. Daher wird vermutet, daf§ die obigen vier Werte die
einzigen Zahlen mit dieser Eigenschaft sind.

Nun kénnte man aber nicht nur versuchen, Ungleichungen fiir den sphéri-
schen Mindestabstand [wie cos2r > (cot?7, — 1)/2] herzuleiten, sondern
sich auch die Frage stellen, wie die (sphérischen) Abstédnde, die keine Min-
destabstidnde sind, abgeschéitzt werden konnen.

Andreds und Kdroly Bezdek [5] haben den zweitnéchsten Abstand sa(n)
untersucht und bewiesen, dafl gilt [ [x] sei das grofite Ganze von x]:

o 59(b) = s29(6) = m; s2(9) = 27/3.

o fiir n > 9ist

1
s9(n) < arccos 5((:0‘52 g %

1.4 Halbregulire Lagerungen

Als ein wichtiges Hilfsmittel in der Untersuchung des Unterdeckungsproble-
mes hat sich folgender Graphen erwiesen:

Sind n Punkte auf der Kugeloberfliche gegeben, so verbinden wir diejenigen
Punkte durch einen Grolkreisbogen, die voneinander sphérischen Minimal-
abstand 2r, haben. Das bedeutet, dafl wir zwei Mittelpunkte verbinden,
wenn sich die zugehorigen Kreise beriihren. Die Kreismittelpunkte heiflen
nun Ecken des Graphen, die verbindenden Groflkreisbogen wollen wir Kan-
ten des Graphen nennen [29, 30, 63].
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Zwei Kanten AB und CD des Graphen kénnen einander nicht schneiden,
denn sonst gilt, wenn S den Schnittpunkt von AB und CD bezeichnet:

4ry, = 2r, +2r, = AB+CD = (AS+SC)+ (BS+SD) > AC+ BD > 4r,

[In dieser Ungleichungskette verwenden wir die Dreiecksungleichung auf den
Dreiecken A(ASC) und A(BSD).]

Unser Graph zerlegt die Kugel in offene, einfach zusammenhéngende Ge-
biete, sogar in sphérische Polygone. Ein Polygon, das aus m Kanten und m
Ecken gebildet wird, zerlegt die Sphére in zwei Teile. Enthélt eines dieser
Teilgebiete keine weitere Kante des Graphen, so soll es m-Eck heifien.

Der Grad einer Ecke P sei die Anzahl der Kanten, die in diesem Eckpunkt
P zusammentreffen. Ist der Grad 0, so heifit die Ecke isoliert. Hat eine Ecke
den Grad 1 oder 2, so hat sie noch geniigend ” Bewegungsfreiheit”, sodafl wir
sie isolieren kénnen. Daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf§ der Graph
keine Ecken vom Grad 1 oder 2 enthélt.

Einen Graph, der keine Verschiebungen mehr zuldfit, durch die man alle
Punkte isolieren kann, nennen wir irreduzibel.

In einem irreduziblen Graphen kénnen nur Winkel kleiner 7 auftreten [29].
Enthélt der Graph ein m-Eck, so ordnen wir diesem ein umfanggleiches
sphérisches Dreieck zu. Da jedes vorkommende m-Eck gleichlange Seiten
hat [= 2r,], ist sein Umfang gleich 2r, - m. Weiters ist der Umfang eines
sphérischen Dreiecks stets kleiner 47, und daraus schlieen wir, daf ein ir-
reduzibler Graph, der ein m-Eck enthélt, einen Radius 7, < - hat.

Wegen 2r12 = 72° bestehen daher die Graphen fiir 6 < n < 12 nur aus Drei-
und Vierecken. Diese Graphen enthalten weiters keine isolierten Punkte, da
in jedem gleichseitigen Drei- oder Viereck mit Seitenldnge 2r der Abstand
von jedem inneren Punkt zu einem Eckpunkt stets kleiner 2r ist.
Bezeichnet A(#) den Flidcheninhalt eines gleichschenkeligen Dreieckes mit
gleichlangen Seiten der Lénge a und dem von ihnen eingeschlossenem Win-
kel 6, so ist A(6) eine konkave Funktion:

A(f) =2 (n/2 — arctan(cos a - tan g)) +0—7

A, := A(py) sei der Flacheninhalt des gleichseitigen Dreieckes mit Sei-
tenlénge r, V(3) sei der Fldcheninhalt eines Viereckes des Graphen mit Win-
kel 8. Wie wir bereits [I.2] wissen, kann sich § nur zwischen p,/2 und 2p,
bewegen. Da V(8) = 2 - A(f) konkav ist, nimmt die Funktion V'(3) ihr Mi-
nimum nur in § = p, und 2p, an.

Wird die Summe zweier Winkel 31 + G2 = s festgehalten, so ist auch
V(B1) + V(B2) = V(61 + V(s — B1) eine konkave Funktion, die ihren Mi-
nimalwert genau dann annimmt, wenn eines der beiden Vierecke in zwei
Dreiecke zerféllt [30]. Treffen in einem reinen Drei- und Vierecksgraphen in
einer Ecke d Drei- und v Vierecke zusammen (Die Viereckswinkel seien da-
bei (1, .., 3y), so ist die Flichensumme aller Polygone, die sich dort treffen,
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gleich S =d- A, + X7, V(5)).

Auf diese Summe wenden wir die Uberlegung des vorhergehenden Absatzes
an, und erhalten, da S genau dann minimal wird, wenn bis auf eine Aus-
nahme alle Vierecke des Graphen in Dreiecke zerfallen.

Bezeichnen wir mit 8 den Winkel des nicht zerfallenden Vierecks so gilt die
Ungleichung:

S>(d+2v) Ay +U(w),mit U(B) :=V(B) — 24,.

[Dieses U ist der ” Fliacheniiberschufl” des ” storrischen” Vierecks gegeniiber
dem Minimalwert.]

Man kann 3 dadurch berechnen, dafl man von 2p solange p, abzieht, bis der
"Rest” zwischen p, und 2p, liegt. Daher ist 4 nicht von der Anzahl der Drei-
und Vierecke in dem betrachteten Eckpunkt abhingig; auch ist 8 in allen
Eckpunkten gleich. Addiert man die obige Ungleichung iiber alle Ecken des
Graphen, so erhéilt man:

> 85 =3-S3+4-54 > (3fs+8f1)-Ap+n-U(B)+fz = 4-(f3+2f)-A+n-U(3),

wenn man mit Si bzw. fi die Inhaltssumme bzw. die Anzahl der k-Ecke
bezeichnet. Wir ergénzen auf jeder Seite S3 = f3 - A, und erhalten:

441 = 4-(S3+S4) > (3fs+8f1)-Ar+n-U(B)+ -4, = 4'(f3+2f4)‘Ar+%-n'U(ﬁ).
Daher gilt:

47T:(f3+2f4)'A+%-n'U(ﬂ)-

Hat der Graph k Kanten und f Flidchen, so gilt nach der Eulerschen Poly-
ederformel:

' (f3 + 2f4)7

N

n—2:k—f:%-(3f3+4f4)—(f3+f4):

da jedes k-Eck k Seiten [=Kanten des Graphen] hat.

Mit der Bezeichnung A* := A(3) koénnen wir die Ungleichung ausdriicken
durch :

(2n—4)-AT+%-n-(A*—AT)§47r (1.15)

Gleichheit kann hier nur auftreten, wenn der Graph entweder nur Dreiecke
oder in jeder Ecke genau ein Viereck enthélt. Da der Viereckswinkel § auf
der ganzen Sphére gleich ist, sind alle auftretenden Vierecke reguldr. Daher
haben wir das Netz eines Archimedischen Korpers, der aus Drei- und Vier-
ecken gebildet wird, vorliegen.

Es gibt nur zwei solche Kérper, und zwar (3,3,3,4) [mit 8 Eckpunkten] und
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(3,3,3,3,4) [mit 24 Eckpunkten]. Diese Polyeder stellen tatséchlich die opti-
malen Anordnungen fiir das Unterdeckungsproblem fiir n = 8 bzw. 24 dar.
Fiir n = 8 reicht es zu zeigen, daf} die obige Ungleichung scharf ist, fiir n =
24 benttigt man eine Verschiarfung.

Eine solche stammt von Robinson [70] und besagt:
Ist B =21 —4p, A* := A(S) sowie 60° < 21, < 72°, so ist

(2n—4).A+§.(n—6).(A*—A)gzm (1.16)
Diese Ungleichung gilt fiir beliebige Graphen. Um die grundlegende Aussa-
ge: "Treffen in einer Ecke einer r-Triangulierung k Dreiecke zusammen, so
ist die Gesamtflédche dieser Dreiecke stets > 4- A, + (k—4)- A*” beweisen zu
konnen, benotigt Robinson [70] komplizierte Fallunterscheidungen, obwohl
er im wesentlichen "nur” die obige Beweisidee der Bestimmung eines Ma-
ximums unter Nebenbedingungen verwendet. Durch Summation iiber alle
Ecken und nach Umformungen erhilt er dann das obige Resultat, aus dem
die optimale Anordnung fiir n = 24 [Arch. Kérper (3,3,3,3,4)] folgt.
Die Robinson’sche Methode ist aber mit dieser Ungleichung noch nicht vollig
ausgeschopft. Indem man die Dreiecksfléichen, die sich um einen Punkt grup-
pieren, "reguliert” dh. indem man die Fliche von den zusammenstoflenden
Dreiecken so ”umverteilt” sodafl sie ”gleichméfliger” werden, kann man die
genannte Ungleichung noch verfeinern.
Als neue Bezeichnung mufl man dazu einfithren: A’ := A(r’), wobei 7’ die
Lange der Diagonale eines sphérischen ” Quadrates ” mit Seiten der Linge
2r bezeichnet. Mit dieser Bezeichnungsweise erhélt die zugrundeliegende Un-
gleichung die Gestalt, wenn k wiederum die Anzahl der Dreiecke um einen
Punkt bezeichnet:

regulierte Gesamtfliche >4 A, + (2k —10) - A* + (6 — k) - A”.

Durch Summation iiber alle Ecken folgt daraus:
2
(2n—4)-AT+§-(n—6) (AT = A+ 4 (A= AF) < 4, (1.17)

eine Ungleichung, die auch fiir n > 24 gilt.

Ein zentraler Bestandteil der Ungleichung (2) ist die Tatsache, daf} der
Fldcheninhalt T, eines regulidren Vierecks stets > 2A, ausfillt. Eine Ver-
allgemeinerung dieser Ungleichung findet sich in [39], sowie [65]:

Besitzt ein requldres n-Eck mit Seitenlinge 2r und Flicheninhalt T, die Ei-
genschaft, daf$ je zwei seiner Ecken voneinander einen Abstand > 2r haben,
dann ist T, > (n —2) - A,.

Da wir in zwei Féllen optimale Anordnungen in den Graphen Archimedi-
scher Korper gefunden haben, wird man vermuten, dafl auch die anderen
halbregulidren Korper gute, wenn nicht gar optimale Anordnungen liefern.
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Neuere Arbeiten (z.B. [47]) zeigen aber, da} diese Vermutung im allgemei-
nen nicht zutrifft. Die Klasse der halbregularen Korper mit reguldren Ecken
ist fiir unsere Betrachtungen uninteressant, da im Graphen nur gleichseiti-
ge Flichen vorkommen kénnen, die die Polyeder dieser Klasse jedoch nicht
besitzen.

Die bisherigen Uberlegungen kénnen wir zusammenfassen in:

Ist ein System von n Punkten auf der Sphére gegeben, bei dem je zwei
Punkte Mindestabstabstand 2r,, haben, so gilt [70]:

n<2m/A, +2 (1.18)
n<6-(m+A")/(2A, + AY) (1.19)
n<6-(mr+A*—A)/(2A, + A%) (1.20)

[ Aq, A, A* werden dabei wie oben verwendet]
Dadurch erhélt man n < 4%; . % +Co+Ch-72 + ...

fe
2 —7/3 ~0.1862 fiir (1.18)
mit Cp ={ 2 — 7n/(3v/3) = —2.2322 fiir (1.19)

2 —7Tr/(3v/3) —4/sqrt3 ~ —2.5416  fiir (1.20)

Wir kénnen auch die sogenannten zonalen Anordnungen betrachten. Diese
entstehen dadurch, dafl man die Kugel durch dquidistante Parallelkreise in
[z.B. m| Zonen einteilt. Die gewiinschten Punktverteilungen entstehen da-
durch, daff man eine ebene Verteilung der Ebene auf die Kugel abbildet [94].
Aus diesen zonalen Lagerungen erhélt man [39, 76, 94]:

ﬁ-n§4/r,%§§-n+3-(
2 2T

Wi

3. (1.21)

)5 +4-(

n n
In i)
1.5 Symmetrische Lagerungen, Konstruktionen

Im vorigen Paragraphen fanden wir fiir zwei Werte von n die optimalen An-
ordnungen in den Ecken eines halbreguldren Korpers.

Die Erweiterung der dort angewandten Methode auf Graphen, die auch
Fiinfecke besitzen, wird dadurch kompliziert, dafl einerseits fiir m-Ecke mit
m > 5 der Formelapparat stark anwéchst und andererseits isolierte Punkte
auftreten konnen. Interessierte seien auf den ersten Teil der Danzer’schen
Habilitationsschrift [24] verwiesen, die eine Auflistung von Eigenschaften
'zuléssiger’ Fiinfecke enthélt.

Eine andere Moglichkeit, das Graphensystem zu untersuchen, ist die, die
Punkte nach ihrem Grad zu sortieren. Wie wir bereits wissen, konnen wir in
einem irreduziblen Graphen Punkte vom Grad 1 und 2 ausschlieflen, nicht
hingegen isolierte Punkte.
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K.Bezdek, R.Connelly und G.Kertész zeigten in [4], dal der durchschnittli-
che Grad einer Ecke gleich 5 ist. Robinson stellte sich die Frage, wie Graphen
aussehen miissen, bei denen alle Ecken den Grad 5 haben [71]:

Wir nehmen an, dafl die Sphére durch ein Netz gleichseitiger Polygone zer-
legt werde. Jedes Polygon habe Seitenlinge 2r und Diagonalen gréfler 2r.
AuBlerdem sollen sich in jedem Eckpunkt genau fiinf Polygone treffen, deren
Winkel alle grofier 60° sein miissen, wie man [71] entnimmt.

Da alle auftretenden Polygone gleichseitig sind, miissen alle Dreiecke in die-
sen Graphen sogar reguldr sein. Wir bezeichnen mit p, den Winkel eines
gleichseitigen sphérischen Dreieckes mit Seitenlénge 2r.

Vierecke konnen, da sie gleichseitig sind, nur als Rhomben auftreten, bei
denen die gegeniiberliegenden Winkel gleich grofl sind. Weiters ist bei den
auftretenden Vierecken die Summe zweier benachbarter Winkel stets > 180°.
Bei Fiinfecken gibt es mehrere Mdoglichkeiten, aber generell gilt, daf} auch
bei ihnen die Summe zweier benachbarter Winkel > 180° sein muf§ [71].
Da sich in jeder Ecke fiinf Winkel treffen, ist der gréfite Winkel, der im Po-
lygonnetz auftreten kann, gleich 27 — 4p, < 120°. Sind in einer Ecke zwei
Nicht-Dreiecke benachbart, das heifit, haben sie eine gemeinsame Kante, so
verbrauchen ihre Winkel zusammen mehr als 180°. Den restlichen drei Win-
keln bleibt dann weniger als 180° iibrig. Das bedeutet aber, dafl zumindest
ein Winkel kleiner 60° sein mufl. Somit kann dieser Fall niemals eintreten.
Es bleiben noch folgende Fille zu unterscheiden:

e In jeder Ecke treffen sich nur Dreiecke.
e In jeder Ecke gibt es genau ein Nichtdreieck.
e In jeder Ecke gibt es genau zwei Nichtdreiecke.

Im ersten Fall mufl p, = 72° sein, und wir erhalten das Netz eines Ikosa-
eders. Im zweiten Fall ist der Winkel des Nichtdreieckes gleich 27 — 4p, und
im dritten Fall addieren sich die Winkel der beiden Nichtdreiecke, die nicht
benachbart sein kénnen, zu 27 — 3p,.

Da 27 — 3p, < 180° ist, muf} im letzten Fall zumindest ein spitzer Winkel
auftreten; dies schlieBt aber Fiinfecke aus [71].

Durch genauere Fallunterscheidungen kam Robinson zu dem Ergebnis, daf3
es nur fiir n = 12, 24, 48, 60 und 120 Graphen mit festem Punktgrad fiinf
gibt [71].

Fiir festen Punktgrad drei oder vier ist diese Aufgabe nicht 16sbar; Beispiele
finden sich in [71].

Fir die Losungen der gestellten Aufgabe gibt Robinson auch Konstrukti-
onsmethoden an, die nicht unerwahnt bleiben sollen:

Ausgangspunkt fiir die erste Methode ist das Mosaik {k,3} [k = 3,4,5] bei
dem sich in jedem Punkt drei k-Ecke treffen.

Wenn wir die Seiten des Mosaikes ”schrumpfen” lassen und zwischen ihnen
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Quadrate einfiigen, erhalten wir das Archimedische Mosaik (k,4,3,4).
Werden die Quadrate durch abwechselnde Diagonalen zerlegt und wird das
gesamte Mosaik gedehnt, um die Kanten gleicher Linge zu erhalten, so ent-
steht das Archimedische Mosaik (k,3,3,3,3).

Genaugenommen gewinnen wir dieses Mosaik, indem wir in {k,3} die k-
Ecke durch k-Ecke, die Kanten durch Dreieckspaare und die Ecken durch
Dreiecke ersetzen. Es enthélt folgende Teilgraphen:

Eine andere Konstruktionsmethode besteht darin, in {k, 3} die Mittelpunkte
aufeinanderfolgender Kanten zu verbinden. Dies gibt an der Stelle der bishe-
rigen Ecken kleinere k-Ecke sowie Dreiecke. So entsteht das Archimedische
Mosaik (k,3,k,3).

Werden die k-Ecke so gestaucht, dafi die Dreiecke zu Sechsecken werden,
dann erhalten wir wiederum ein Archmidisches Mosaik, und zwar (k,6,6).
Nun zerlegen und verschieben wir die Sechsecke in die Form der folgenden
Skizze. Dieses Ergebnis erhalten auch aus {k, 3} in dem wir k-Ecke durch k-
Fcke, Kanten durch Rhomben und Ecken durch Blocke von sieben Dreiecke
in dieser Form ersetzen:

(Die urspriinglichen Sechsecke sind strichliert eingezeichnet.)

Diese Konfiguration hat zwei Ecktypen, einen mit grofem Rhombuswinkel
und vier Dreiecken und einen, der aus einem k-Eck, einem Dreieck, dem
kleinen Rhombuswinkel und zwei Dreiecken besteht.

Alle voranstehenden Lagerungen weisen einen hohen Grad an Symmetrie
auf. Deshalb liegt es auf der Hand, Konstruktionsprinzipien zu suchen, die
auf solche Symmetrien Bezug nehmen.

Als typische Beispiele dazu seien die Molnér’sche Axialsymmetriemethode
[66] sowie der Begriff des Kreiskranzes erwihnt, den Strohmajer [80] ein-
gefithrt hat: Ein Kreiskranz besteht aus 2k zyklisch angeordneten Kreisen,
bei denen ein jeder zwei Nachbarkreise beriihrt, und deren Mittelpunkt ab-
wechselnd auf dem einen und dem anderen von zwei parallelen Kugelkreisen
liegen. Auf jedem dieser Kugelkreise bestimmen die Mittelpunkte der zum
Kranz gehorigen Kreise ein reguléres n-Eck.

Tarnai [85], [86], [92] erweiterte die obige Konstruktionsmethode, um Packun-
gen oktaedrischer oder ikoadedrischer Symmetrie zu erhalten. Seine Uberle-
gung ist folgende :

Ein polyedrisches Netz mit ikosaedrischer Symmetrie kann aus einem ebe-
nen Dreiecksnetz gefaltet werden. Diese Faltung kann z.B. so geschehen, dafl
man sich das (ebene) regulidres Mosaik {3,6} vorgibt, das die Ebene sowohl
unter- und auch iiberdeckt. Dann gehe man von einer Ecke A aus entlang
einer Kante in eine Richtung, bis b Ecken passiert wurden, wende um 60°
und folge der neuen Kante ¢ Ecken lang bis zu einem Zielpunkt B.

Der Anfangspunkt A und der Endpunkt B bestimmen ein gerades Linienele-
ment, das als Kante eines "groflien” gleichseitigen Dreieckes angesehen wer-
den kann. Durch dieses grole Dreieck wird wiederum ein regulires, ebenes
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Mosaik 3,6 definiert, in dem jeder auftretende Eckpunkt zugleich eine Ecke
des urspriinglichen Mosaikes ist. Das Eckennetz des Ikosaeders ist durch das
Eckennetz des ”groflen” Dreieckes gegeben. Aufgrund der Rotationssymme-
trie des durch das urspriingliche Mosaik erweiterten ” groflen” Mosaikes, wird
ein "kleines” Mosaik auf der Ikosaederoberfliche erhalten.

Diese Konstruktion wird (wie bei Coxeter [21]) mit {3,5+};. bezeichnet.
Die Schreibweise impliziert, daf} in dem Dreiecksmosaik fiinf oder mehr (dh.
sechs) Dreiecke in einem Eckpunkt zusammentreffen. In &hnlicher Weise
erhélt man ein reguléres Oktaedermosaik {3,4+}; . und ein Tetraedermosa-
ik {3, 3+}b,c-

Nun miissen wir nur noch unsere Mosaike p,q+ [p=3, q=3,4,5, b,c € INy,
(b,c) # (0,0)] auf die Kugeloberfliche ”aufblasen”, und verlieren dadurch
normalerweise die Gleicheit der Kantenldngen.

Die Art des ” Aufblasens” ist jedoch nicht genau festgelegt, und so kann
man einige Kanten auswéhlen, deren sphérisches Bild auf der Kugel gleiche
Lénge haben soll. Geschieht die Auswahl sorgfiltig, so kann das sphérische
Gebilde als Graph des Unterdeckungsproblemes angesehen werden [86].
Auch bei Robinson entstanden derartige Mosaike: {3, g+}2,1 fiir n = 12, 24,
60 sowie {3, ¢+}3,1 fiir n = 24,48,120. [q variiert zwischen 3,4 und 5.].
Tarnai konstruierte [85] auf diese Weise eine Unterdeckung fiir n = 180
[{3,5+}3.2]; auch konnte er bestehende Lagerungen verbessern [86], [92].
Die Eckenanzahl V eines Mosaikes {p,q+},. kann man laut Coxeter [21]
ausdriicken durch : V=T [62—:1(]] + 2.

Die Eckenanzahl des Mosaikes, das dadurch entsteht, dafl man aus der Kon-
struktion {p, g+}s. die Ecken des Basispolyeders {p, ¢} entfernt, ist:

. 2q
V= (1) ]

Dabei nennt man 7' = b? + be + ¢ die ” Triangulierungsnummer”.
Setzt man in diese Formeln spezielle Werte fiir b und ¢ ein, so sieht man,
dafl diese Methode Konstruktionen fiir viele geradzahlige n liefert. [von 2-
100 fehlen nur 46, 62, 68, 82, 90]
E. Székely hat in Zusammenarbeit mit A. Karabinta die ” Spiralmethode ”
entwickelt [44], [82]. IThre Vorgangsweise ist die:
Es sei d = 2r,, der Durchmesser eines Kreises des gesuchten Lagerung und
O1,..,0r (k = 3,4,5,6,7) seien die Ecken eins reguliren sphirischen k-Eckes.
Um diese Eckpunkte schlagen wir Kreise mit Radius r,.
Diese Kreise bilden die erste Kreisschicht, dh. jeder dieser Kreise steht am
Beginn eines Spiralarmes. Ist die I-te Kreisschicht bereits vorhanden, so kon-
struieren wir die (141)-te Schicht folgendermafen:
Wir nehmen einen Spiralarm mit zugehorigem [I-ten] Kreis. Auf diesen Arm
zeichnen wir, falls es moglich ist, einen Kreis mit Radius r,, der den l-ten
Kreis und wenigstens einen Kreis eines benachbarten Spiralarmes beriihrt,
der aber mit keinem bereits konstruierten Kreis innere Punkte gemeinsam
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haben darf. Eine genaue Untersuchung und Klassifikation der moglichen Spi-
raltypen findet sich in [82].

Folgendes Bild zeigt eine derartige Lagerung von 35 Punkten: Eine [etwas
theoretische] Methode ist in [4] erw&hnt. Sie besteht darin, einen Graphen
aus verschiedenen (”starren”, s. 1.6) Teilgraphen, die alle aus hochstens ei-
nem Viereck und ansonsten nur aus Dreiecken bestehen, zusammenzukleben.
Die einzelnen Winkel der Teilgraphen werden dabei mit + und - versehen, je
nachdem ob sie groBer oder kleiner als der euklidische Grenzwinkel [= 60°]
sind.

1.6 Physikalische Methoden, Uberdeckungsproblem

Versucht man zu einer beliebigen Zahl n die optimale Lagerung zu bestim-
men, so entdeckt man bald, dafl die bisher aufgezeigten Methoden nicht
ausreichen.

Liegt ein irreduzibler Graphen vor, so bedeutet das keineswegs, dafi man be-
reits die optimale Lagerung gefunden hat. Wie schwierig sich die Suche nach
dem optimalen Graphen fiir 9 Punkte gestaltet, kann man [76] entnehmen.
Daher sucht man generelle Verfahren, die feststellen, ob ein vorliegender
irreduzibler Graph optimal sein kénnte. Ublicherweise nimmt man dafiir
Anleihen aus der Physik. Ein solches - allerdings umsténdliches - Verfahren
fanden Danzer [24], sowie Tarnai und Géspar [88], [89].

Wichtig ist in diesem Verfahren der physikalischen Begriff der ”Starrheit”
einer Lagerung, deren Graphen man sich als ein festes ” SStabwerk” vorstellt.
Dabei sind die Kanten des Graphen als Stébe und die Ecken des Graphen
als verbindende Gelenke, die keinerlei Reibung besitzen, aufzufassen. [Die
exakten Definitionen entnehme man der Literatur].

Es bezeiche s, eine Kraft, die auf den Stab wirkt, der zwischen den Punk-
ten Pj und P, liegt. Ist s ; 0, so ist der Stab zug-, ansonsten ist er druckbe-
ansprucht. Es sei e; ;, Einheitsvektor des Stabes, der P; mit Py, verbindet,
und p; sei eine im Knotenpunkt j angreifende Kraft [81], [88].

Das System befindet sich im Gleichgewicht [81,88], wenn gilt:

n
D ik €k, TP =0 (1.22)
v=1
Wenn wir die Gleichgewichtsmatrix G einfithren und die auftretenden Kréfte
als Vektoren anschreiben, so ist dies gleich:

G'-s+p=o. (1.23)

Die Gleichgewichtsmatrix G besteht aus k Spalten und 2n-3 Zeilen. [Im
Graphen wire k die Anzahl der Kanten [=Stébe] und n die Anzahl der Punk-
te.] Sie 148t sich in einfacher Weise aus den Knotenkoordinaten berechen:
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Sind die Punkte P; und P; miteinander verbunden, so schreiben wir an der
Stelle (i,j) eine 1, ansonsten eine 0. In einer Spalte konnen daher nur zwei
FEinsen stehen.

Jede (auch nur unendlich kleine) Verénderung des Stabwerkes 148t sich eben-
falls mit einer Matrixgleichung anschreiben. Genaueres findet sich im Buch
von Szabd [81].

Tarnai und Géaspar [88, 89, 93] erhalten aus Falluntersuchungen iiber den
Rang der Matrix G, daf} eine Lagerung nicht mehr verbesserbar ist, wenn
eine der folgenden Relationen eintritt:

k=rgG<2n—-3;k>rgG;rgG <2n—3 (1.24)

Die physikalische Grundidee 148t sich so umsetzen:

Man stelle sich den Graphen wie oben als Stabwerk vor und erhitze ihn.
Dann dehnen sich die Stdbe aus. Treten dabei keine inneren Kréfte auf, so
ist es moglich, das System durch Hinzufiigen neuer Stébe starr zu machen.
So entsteht ein neues Stabwerk, auf das dieselbe Prozedur immer wieder
und immer wieder angewandt wird, und zwar solange, bis keine weiteren
derartigen Verdnderungen mehr moglich sind.

Bei der Betrachtung der gefundenen Graphen bemerkt man, dafl die opti-
malen Lagerungen - entgegen den bisherigen Féllen - hochst unsymmetrisch
sind. Zur Illustration dazu moge die Verbesserung der Szekely’schen Kon-
struktion (S.27) dienen [88]:

Weitere (physikalische) Methoden [17], [47], [59], [62] bestehen darin, die
abstoflende (repulsive) Kraft, die zwischen zwei Punkten P; und P; mit
Abstand d;; wirkt, zu minimieren. Die abstolende Kraft wird dabei iibli-
cherweise mit 57;1j—p angesetzt [17]. Wandert p nach oo, so ndhern sich die
[p-]Lagerungen der optimalen Lagerung des Unterdeckungsproblemes [60].
Minimiert wird iiblicherweise die Gesamtenergie, das ist die Summe iiber
alle Interaktionen, die [47] die Darstellung hat:

n

e, 1.25
) (1.25)

n—1
£=2.

i—1 j—

Lokale Minima von £ findet man durch Losung des nichtlinearen Glei-

chungssystemes 0 /0oy, = 0 [k =1..2n]. Dabei seien die oy, die Polarkoordi-
naten eines Sphérenpunktes.
Damit die Losung des Gleichungssystemes tatséchlich ein Minimum ist, darf
die Hesse’sche Matrix 0%£ /0cy0a, keine negativen Eigenwerte besitzen.
Bei der [bislang besten| Ausfiihrung dieser Methode wéhlte Kottwitz [47]
eine zufillig ausgewéhlte Startverteilung, und minimierte iterativ mit ver-
schiedenen Methoden (Gradientenmethode, Newton-Raphson), bis er ein
Minimum erreichte. So erhielt er fast optimale Lagerungen fiir 13 < n < 90.
In der folgenden Abbildung ist das Verhalten der Dichte d,, dargestellt:
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Zuletzt sollen noch einige Ergebnisse, die das Uberdeckungsproblem betref-
fen, erwahnt werden:

In [26] untersucht G.Fejes-Téth dieses Problem mit einer Methode, die der
Robinson’schen [70] #dhnlich ist, und 16st damit die Aufgabenstellung fiir
n = 10 und n = 14; auch gibt er gute Konstellationen fiir n = 9, 16 und 32
an.

Er stellt sich dabei die Frage, welche Polygonarten in einem Mosaik, das
durch die Mittelpunkte einer Uberdeckung definiert wird, vorkommen kénnen
und beweist, dal bei n = 10 nur vier- und fiinfkantige Fcken vorhanden sein
konnen, bei n = 14 nur fiinf- und sechskantige.

Klarerweise kann man auch dem Uberdeckungsproblem einen Graphen zu-
ordnen. Allerdings wird die Konstruktion etwas aufwendiger, denn es reicht
nicht, nur die Mittelpunkte zu betrachten, man mufl auch die Punkte in
Betracht ziehen, die nur durch Kreisrdnder bedeckt werden. Also besitzt der
Graph einer Uberdeckung zwei verschiedene Ecktypen, eine gerade Anzahl
von Ecken und Kanten der Linge R, die sich nie {iberschneiden.

Auch das Tarnai’sche Temperaturprinzip funktioniert; nur mufl nun der
Graph (das Stabwerk) abgekiihlt werden. Dadurch zieht es sich zusammen.
Durch Entfernung der unter Druck geratenen Stdbe und durch wiederholte
Anwendung gelangt man dann zu einem lokalen Minimum, wie Tarnai und
Géspar [90], [91], [93] bewiesen. So wurde die bisher vollstindigste Liste [93]
generiert.



Kapitel 2

Diskrepanzen auf der Kugel

2.1 Diskrepanzen

Im zweiten Kapitel wollen wir Funktionale untersuchen, die die ” Gleichm&fig-
keit” einer Verteilung von Punkten auf der Kugel ”messen”. Diese Funk-
tionale wollen wir Gleichmdf$igkeitsmajfe nennen, obwohl sie normalerweise
kein Mafl im Sinne der Maftheorie liefern.

Ein zentraler Begriff wird der Begriff der Diskrepanz sein, der nun definiert
werden sollen [48]:

(0) Mafs ist in dieser Arbeit stets ein Mafl im Sinne der Mafitheorie [im Ge-
gensatz zu ” GleichméBigkeitsmafl ” |

(1) Es sei o = (z)72; eine unendliche Folge von Punkten einer kompakten
Menge X. Weiters sei p ein Maf auf X. Die Folge (x,,) heifit u-gleichverteilt
auf X, wenn fiir alle stetigen Funktionen f]: X — IR gilt:

.
lim N;f(xn):/)(f du. (2.1)

N—oo

o0

(2) Ist auf einer kompakten Menge X mit Maf p eine Folge z = (z,,)22
und ein Funktional Dy = Dy(z) gegeben, so nennen wir Dy eine Diskre-
panz, wenn gilt:

T ist u — gleichverteilt <&  lim Dy(z) = 0. (2.2)
—00

Diese Definition ist zwar nicht allgemein {iiblich, aber fiir unsere Zwecke

vollkommend ausreichend. Nun ein paar Beispiele:

Es sei X = [0,1]. 1p(x) sei die Indikatorfunktion des Bereiches B, X sei das
Lebesguemafl auf IR und z = (z,,) sei eine Folge reeller Zahlen. Unter einer
Diskrepanz bis zum N-ten Glied versteht man dann {iblicherweise [48] das

Funktional 1

Dy(z):= sup |— - 1a:n—/1d$:
~(z) Ic[()I,)l]|N g::ll( ) L |

25
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1
sup | #{zi € 1:1<i <N} = A(I)| =

Iclo,1]
1

=—-sup |[#Hz;el:1<i<N}—-N-XI)|.
N rcioq

Dazu analog kann man in jedem kompakten Raum X mit Mafl i eine Dis-
krepanz Dy definieren durch:

1
Dy=—"-sup |[#{z;€l:1<i<N}—N-u(l)] (2.3)
N IClo,1]

Eine Diskrepanz dieser Art werden wir im folgenden Paragraphen be-
trachten.
Dies ist jedoch nicht die einzig mogliche Definition einer Diskrepanz auf
[0,1]. Ebenfalls von Bedeutung ist die Sterndiskrepanz

1
Dy(z):= sup |—= - -#{z; €[0,2]:1<i< N} —zx|.
o<x<1 N

Sie ist mit der Diskrepanz Dy durch folgende Ungleichung verbunden:
D;(x) < Dulx) < 2- Dj(x) (2.4)

Mit Hilfe der Sterndiskrepanz kann man den Fehler einer eindimensiona-
len numerischen Integration abgeschétzen (Ungleichung von Koksma) [48]:
Ist f eine Funktion beschrinkter Variation V(f) auf [0,1], und sind x4, .., z,, €
[0,1], so gilt:

1 & 1
=St = [ s < V- ;. (25)
k=1

Als ein weiteres Beispiel definieren wir uns auf jedem separablen, zusam-
menhingenden, metrischen Raum (€, 6) mit #Q > 1 eine Diskrepanz mit
Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie [56]:

Fiir jede Teilmenge A C Q und fiir jedes € > 0 sei die Menge A¢ := {P €
Q:6(P,A) < e} der e-Bereich um A und A€ := Q\(Q\A)".
Bezeichnet B die o-Algebra der Borelmengen iiber 2 und sind P und @
zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem Mefiraum (€2, B), so wird mit dpy :=
inf{e > 0: P(A) < Q(A°)VA € B} die Lokalvariationsmetrik zwischen P
und @ definiert [56].
Es sei P = {Pi, .., P,} eine endliche Folge in Q, es sei dp(z) := 1 fir x = P
und 0 sonst und es sei: .

Pp = Z L op,.

=1 "

Dry :=dpy(Pp, P nennen wir dann LV-Diskrepanz von P [bzgl.P].
Die Autoren in [56] zeigen, dafl die Bedingung (1) erfiillt wird, wenn gilt:
infpeq B(P,€) =0 < € = 0. Dabei ist B(P,¢) die e-Kugel um den Punkt P
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des Raumes (2.
Das GleichméBigkeitsmafl Dy 148t sich auch so formulieren: Ist P = { P, .., P, },
und bezeichnet 7" die Menge aller nichtleeren Teilmengen von P, so ist

Dry = inf{e >0: QP(B) < Q(BE) VB € T}

Setzen wir Q = S%71, so konnen wir die die Gleichung Dy = p so in-
terpretieren: Ziehen wir um die Punkte { Py, .., P,} Kugeln mit Radius p, so
iiberdecken je k dieser Kugeln einen Teil der S~ mit Maf > k/n und p ist
die kleinstmégliche Zahl, die eine derartige Uberdeckung erlaubt.

Die Diskrepanz Dry hat auch einen Bezug zum Tammes’schen Problem.
Denn Dy ist das Infimum der € > 0 ist, fiir die gilt:

Sind von n Austrittoffnungen eines Pollenkornes nur mehr k [1 < k < n]
funktionstiichtig, so ist die Wahrscheinlichkeit, daf sich innerhalb einer e-
Umgebung von dem (zufélligen) Haftpunkt des Pollenkornes eine funkti-
onsfiahige Keimzelle befindet, grofler gleich k/n, und das unabhéngig davon,
welche Austrittoffnungen ausgefallen sind.

Die bisher entdeckten Punktanordnungen, fiir die Dy minimal ist, sind
identisch mit den optimalen Anordnungen des Uberdeckungsproblems [56].
Interessant wére es, die Frage, ob diese beiden Fragestellungen immer das-
selbe Resultat liefern, beantworten zu kénnen.

2.2 Kugelkappendiskrepanz, Methode von Beck

Auf der S9! sei eine n-elementige Punktmenge {P, .., P,} gegeben. C =
C(v,t):={y € 81 :v .y <t} sei eine Kugelkappe.

In dieser Definition bezeichnet v allerdings nicht den Scheitelpunkt der Kap-
pe, sondern dessen Antipode; und auch der Normalabstand t der Kappe vom
Mittelpunkt der Kugel wird in der von der Kappe wegweisenden Richtung
gemessen. Daher ist fiir eine Kappe im iiblichen Sinn der Wert von t stets
negativ.

Wir kénnen nun auf der Sphére in natiirlicher Weise folgende Mafle einfiihren:
(i) das ZéhlmaB Zy(C) := #{P, : P, € C} = #{P1,..,P,} N C und

(ii) das ”Oberflichenmaf” wo(C) := n - w*(C) :=n - w(C)/w(ST1)

Mit w* wollen wir im weiteren stets das normierte Oberflichenmafl w/wgq_1
bezeichnen.

Durch diese beiden Mafle erhalten wir, analog zu (1.2) eine Diskrepanz
BNn(C) := Zp(C) —wo(C) = #{P;, : P, € C} —n-w*(C), die ” Kugel-
kappendiskrepanz” heifit [3]. Fiir den Betrag dieser Diskrepanz wollen wir
nun obere und untere Schranken berechen.

Dazu sei 1,(x) die charakteristische Funktion einer Vollkugel mit Radius r
und Mittelpunkt x. Unter f % ¢ verstehen wir das Faltungsprodukt auf R<,
das so definiert ist:

7+ 960 := [ 10x—a)-g(a)da.
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Weiters brauchen wir im folgenden stets die Funktion F;.:
F.(x) := (1, % (dZy — doy))(x) = /]Rd 1, (x —a)- (dZy(a) — dwp(a))da =

=#{P: P, € Bi(x,r)} —n - w (Bi(x,r) NS ") =
=#{P: P e (B(x,r) N ST} —n-w (Bi(x,r) NS =
= BY(By(x,r)n ST (2.6)

Um Aussagen iiber die Diskrepanz treffen zu kénnen, geht man so vor,
dafl man das Integral ff Jre |Fr(x)|?dxdr abschitzt und anschliefend durch
das zugehorige Maximum ersetzt.

B?(x,r) schneidet aus der Sphiire S?~! eine Kugelkappe C(v,t) heraus.
Bezeichnen wir mit x den Betrag von x, so sind die Kappenparameter:
v=-—x/zund t=(r2 —1-2%)/(2-2).

Diese Parameterwerte erhiilt man aus folgender Uberlegung:

v ist der von x wegweisende Schnittpunkt der Sphére mit der Geraden G,
die x mit dem Ursprung (das sei der Mittelpunkt der Sphére) verbindet.
Fiir t bentigen wir folgende Uberlegung: Es sei y € B%(x, )NS5 und [ sei
der Lotpunkt von y auf G. Dann sind die Winkel / (o, I, y) und /(x, [, y) rech-
te Winkel. Auf die beiden rechtwinkeligen Dreiecke A(o,[,y) und A(x,[,y)
wenden wir nun den Satz von Pythagoras an und beachten, daf} gilt: |o, | =
t,lo,y| =1, |x,l] =z und |x,y| =r.

Wir erhalten das Ergebnis: 1 — 2 = |y, l|? = 72 — (z + t)?, aus dem die
Formel fiir t folgt.

Nun betrachten wir zwei Sonderfélle:

Fiir 147 < z liegt die Kugel B4(x,r) vollstindig im Komplement von S%~1.
Das heifit, daf der Schnitt leer ist und daf daher F,(x) =0 fiir x| > r +1
ist.

Ist umgekehrt r > x 41, so ist S%~! vollstéindig in BY(x,r) enthalten. Dann
ist B4(x,r) € $971 = 891 und es gilt:

Zo(BYx,1) NS4 = Zo(ST ) = #{P, : P e ST} =

und
wo(BY(x,r) NS =n-w* (ST H=n-1=n.

Dabher ist F,(x) auch fiir [x| <7 — 1 ident Null.
Die soeben durchgefiihrten Uberlegungen wenden wir nun auf By (B%(x, )N
S9=1) an und erhalten: fld Jre |Fr(x)|?dxdr =

B /12 [P € (Bem) N U} = e (B r) 015971 P =

2
| 1P O, )y = (C(vixar) b, ) Pdxdr =
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r+1 N
/ /T + /IRd = |#{P € C(V(X’r)’t(X’T))}_n'W*(C(V(X,T),t(X,T))|2d5dxdr

Da v nur von x abhingt und sich auf ganz S?~! bewegt, ist d(x/x) =
dw(v)/wq. Weiters ist t nur abhéingig von z = |x| und r.
Daher ist das bisherige Integral gleich:

/ /TTH 1 [#{P; € C(v,t(z, 1))} —n-w*(C(v,t(x,r))|>dw(v)dzdr.

1 wd gd—1

Betrachtet man ¢ = ¢(z,r) nur als Funktion von x [= ¢,(z)], so kann man
folgende Transformation durchfiihren :

r+1 1

/ / |#{P € C(v,t(x,r))}—n-w*(C(v,t(z,r))|?dw(v)dzdr =
r—1 wd Sd—1
r+1 , .

/ [P Gt} (O @) P dutv) dadr =
1 i Jseo (@)

/ max|t/ |/1 - /Sd P € O 1)} (C(v. ) Pduw(v)dt dr,

dawegen 2z - t=r’—1—22gilt: zc =r+1st=7F1.
Dieses Integral ist ( wegen [ f f < (b—a)-max|f|) kleiner gleich:

1 +1 1 .
(2-1)- max !W)r-/ ;-/dilr#{aecw,t)}—n-w (C(v,t)Pdw(v)dt =
r—l<z<r4+1 T -1 d JS

1 +1 1 . 9
’1nf Lren (8t/83§‘) ’/_1 W.Adl ’#{‘F)’L S C(Vvt)}_nw (C(V,t)| dw(v)dt <

r—l<z<r+l1

Konst - /+1 L (/Sdfl(#{Pi e C(v,t)} —n- w*(C(v,t))dw(v))dt,

-1 Wq

da das angegebene Infimum stets > Konst > 0 ist [3].
Wir fithren nun fiir zwei Funktionen fund ¢ das Symbol < ein:

f < g & EKonstantec > 0mit|f| <c-g (2.7)

Damit kénnen wir die bisherigen Rechnungen zusammenfassen in:

)[>dxd o Bn(C(v,t))d dt
// x)faxdr < [ = ([ Ba(Cndu)at
Mit Hilfe von Fouriertransformierten kann man zeigen [2],[3], da8 gilt:

/ / F ()P dxdr > nt @D
R
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Daher koénnen wir die Diskrepanz abschétzen durch:

pl=td=1 « /+1 L. ( Bn(C(v t))dw(v)) dt
1 wqg \ga ’ ’
Da man ein Mittel nach oben stets durch das zugehoérige Maximum
abschitzen kann, folgt der Satz:

FEs gibt zu jeder Menge { Py, .., Pp} von n Punkten auf der Kugel eine sphdri-
sche Kappe C(v,t), fir die gilt: |Bn(C(v,t))| =

[#{P; € C(v,t)} —n-w*(C(v,t)| > c(d) - n'/2~1/(2d=1) (2.8)

[Tatséchlich ist w* nur abhingig von t, da nur dieser Parameter Ein-
flul auf die Oberfliche der Kappe hat. Beck notiert deswegen anstelle von
w*(C(v,t)) stets w*(t).]

Um |By| in die andere Richtung abschétzen zu konnen, fithrte Beck in [3]
eine wichtige wahrscheinlichkeitstheoretische Methode ein, die nun erlautert
werden soll.

Dazu fithren wir Polarkoordinaten ein, zum Beispiel so: Bezeichnet (z1, ..., z4)
einen Punkt der %!, so setzen wir:

x1 = cosby,xo =sinbq - cosbo,...,zqy =sinfy - ... -sinfy_1,
Dabei bewegen sich Polarkoordinaten zwischen :
0<O,<nmfirp=1,..,d-2und 0 <0y <27

Als néchstes zerlegen wir die S4~! in n Koordinatenkistchen der Form Q; =
{(61,..,04-1)}. Man kann [3] die Késtchen so wéhlen, daf} gilt:

Sl =—Q,U...UQ,

w(Q) =w(S ") /n = wa/n

diam@Q; = sup |x —y| < n~ /@1 (2.9)
x,yEQu
[Unter diam Q ist der Durchmesser von Q zu verstehen. |
Aus jedem Bereich @); wahlen wir gleichméfig und unabhéngig voneinander
einen Zufallspunkt p; aus. Das bedeutet, daf§ die unabhingige Auswahl so
erfolgt, daB fiir jede meBbare Menge H C S gilt:

W(pl € H= w(H Ql)/w(Ql)

Auf diese Weise erhalten wir eine Menge P von n Punkten auf der Kugel,
deren Diskrepanz By wir nun berechnen.

[C = C(v,t) sei eine beliebige aber feste Kappe und unter C = (J{Q; :
Q; C C} verstehen wir die Vereinigung aller Kistchen, die in C liegen. C
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enthilt genau so viele Zufallspunkte, wie der Erwartungswert angibt. D.h.
esist BN(C)=#{p:p € C} —n- -w*(C)/wg—1 =0.

Weiters sei £(C') die Menge der Indizes jener Bereiche @); die am Rand
von C zu liegen kommen, dh. jener Késtchen, die sowohl mit C' als auch mit
S4=1\ C innere Punkte gemeinsam haben. Klarerweise liegen in C
C genau #L(C) Kistchen und es ist:

C\C = J{Qi:1eL(0)}.

Da der Durchmesser eines jeden Kistchens < n~1/(¢=1) ist, kénnen auf ei-
nem ”Breitenkreis” héchstens ”Kreisumfang” / ” Késtchendurchmesser” Késtchen
liegen. Aus dieser Uberlegung folgt, dafl #£(C) < n'~/(4=1) gein mus [3].

Fiir die Randmenge C\C definieren wir eine Zufallsvariable &;:

& =1fir pp e CNQpund & = 0 sonst.

Mit dieser Zufallsvariablen kénnen wir die folgenden Umformungen vorneh-
men. Dabei beachten wir, dafl gilt:

Bn(C) =0
#ppeCr=> 1
C

le L(C)& p e C\C.
Es gilt also:

ByN(C)=#{p:me C}—n-w(C)=

=#{pm:meC—n-w(C)/wi—1+#{p:p€ C\C}—n-w(C\C)/wg_1 =
=#{p:p € C\C}—n- -w(C\C)/ws_1 =
=#{p:pe C\(CNQ)} —n w(C\(CNQ))/wa1 =
= > - Y (G- w(e\CnQ))/wir= Y (&~ B&).

1€L(C) 1eL(C) 1eL(C)

Zusammenfassend ergibt sich:

Bn(C)=#{p:peCl—n-w*(C)= > (&—E&). (2.10)
1eL(C)
Mit der Abkiirzung n; := & — E(&) schreibt sich diese Gleichung an als
Bn(C) = >, mi, wobei iiber £(C') zu summieren ist.
Da die Auswahl der p; unabhéngig voneinander erfolgte, sind auch & und »;
unabhéngige Zufallsvariablen. Daher gilt

EQ n)*=E(Q_m)-O_m))=>_> Elp, -m,) =
l 11 12

112
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=D > E(m)-Blmy) =) Em)*= ) B&—E&).

o2 1 1eL(C)

Daraus erhalt man:

E@#{p:me Cy—n-w*(C)=E( ) (&-EB&)) <

leL(C)
ST EEG-E@)< Y BE)< Y 1=#L£(0) <!V
leL(c) leL(C) 1eL(C)
Damit ist:
E(/+1 . ([ Bx(C(v,t))dw(v))dt) < ntH/@D (2.11)
—1 Wq Sd—1

Da der Erwartungswert als ein gewichtetes Mittel aufgefafit werden kann,
daher folgt aus (8) unmittelbar die Existenz einer Kappe C, die diese Abschétzung
erfiillt.

Auf E(3;m)? konnen wir aber auch folgendes Lemma [eine Bernstein-
Chernoff-Ungleichung] anwenden [3]:
Es seien X1, ..., Xy, unabhdngige Zufallsvariablen mit Betrag < 1 und es sei
B =" E(X;— E(X;))% Dann ist:

m /4 ..
W (13 B - BOG) 2 7) < { YR G AR CRE)
=1 >~

Daraus erhélt man den folgenden Satz ([3], Theorem 24D) ( vgl. mit (5)
)
Fiir jede Menge { Py, ..., P} von n Punkten auf der S™1 gibt es eine sphiiri-
sche Kappe C und eine Konstante C > 0 sodaf gilt:

IBN(C)| = |#{P; € C} —n-w*(C)| < C-n/?72=2)  (Jogn)t/2 (2.13)

Mit der Kugelkappendiskrepanz verwandt ist die Spaltendiskrepanz. Sie
verwendet an der Stelle von Kugelkappen Spalten (slices), das sind Schnit-
te zweier Groflkreisbogen, also Kugelzweiecke. Der Autor in [7] beweist,
daf} diese Diskrepanz durch die Kugelkappendiskrepanz abgeschétzt werden
kann, und dafi daher dieselben Abschitzungen wie bei dieser gelten.

2.3 Rotationen und Operatordiskrepanz

Betrachtet man die Definition der Diskrepanzen und die der Gleichvertei-
lung genauer, so erkennt man, dafl das Grundproblem das ist, die Grole
Fo=| L3, f(xi) = [x f(x)dpu || bei festem Ma$ p im Kompaktum X
fiir eine geeignete Klasse ® von Funktionen f und fiir eine geeignete Norm
moglichst klein zu machen. Klarerweise ist unser Kompaktum stets die S¢1
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mit dem Oberflichenmafl w, bzw. mit dem normierten Oberflichenmaf} w*
Verwendet man die Maximumsnorm und die Klasse der Indikatorfunktionen
der sphirischen Kugelkappen auf S¢1, so erhélt man die Kugelkappendis-
krepanz aus Paragraph 2.

In diesem Paragraphen wird die Operatordiskrepanz betrachtet, die ent-
steht, wenn der Fehler F in der L?-Norm fiir die Funktionen der Klasse
®={tec L?(S"1): | f 2= 1} moglichst gering werden soll.

Die hier vorgestellte Methode, die auch bei anderen Diskrepanzen verwen-
det werden kann, ist konstruktiv, liefert aber schwéchere Ergebnisse als die
Methoden von Beck. Wir wollen uns daher mit einer Skizze begniigen; die
genaue Beschreibung findet man in [57] und [58].

Die Methode sucht nicht nach Punkten auf der Kugel, sondern nach Rota-
tionen der Kugel. Klarerweise wird dann durch die Drehachsen eine Menge
von Punkten auf der Kugel erzeugt.

Es sei G stets die SO(3), das ist die Gruppe aller Rotationen im 3-dimensionalen
Raum. Wir entnehmen G eine symmetrische und gleichverteilte Folge von
Rotationen. Dabei wird ” gleichverteilt” im iiblichen Sinn gebraucht, und un-
ter ”symmetrisch” verstehen wir, da die Folge mit jeder Rotation v auch
die inverse Rotation y~! enthilt.

Ist eine derartige Folge {v1,...,%2n} = {71, Y, 1 *s -V -} gegeben, so
definieren wir uns fiir alle f € ® den Heckeoperator

TF = 3 (Fx) + £75)).

=1

Es sei nun:
1 & 1
58 = g 100 = g [ 169t
und fiir die Folge I' = {71, ..., 7} sei

O(I') = O(71, -, 7n) = sup {[| 6f [l2}.
Ifl=1

Dann verstehen unter Og, := infreg O(T") die Operatordiskrepanz, wobei
wir das Infimum {iber alle moglichen Folgen I' bilden.

Wie die Autoren in [57] aufzeigen, ist 148t der Hecke-Operator, der die Ope-
ratornorm || 7" || = 2n hat, jeden Raum der sphérischen harmonischen
Spektralanalyse invariant.

Der Raum H,, der sphérischen harmonischen Spektralanalyse der Ordnung
n ist definiert als der Eigenraum des Laplace-Operators A zu dem Eigenwert
n - (n+ 1) und hat die Dimension 2n + 1; der Laplace-Operator A (s.5.58)
zerlegt den Lo(S?)-Raum in die direkte Summe der H,, [57, 67].

Die Legendre-Polynome P, werden erzeugt durch die Gleichung:

1 d

:2”-n!'d1’”

Pa(x) (@ = 1)"
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Sie bilden eine wichtige Funktionenfamilie der Rdume H,, und sind zuein-
ander orthogonal.
Weiters gibt es eine Orthonormalbasis {b;,} von H,, die den Heckeope-
rator T diagonalisiert [57]. Ist p;,, der zum Basiselement b;,, zugehorigen
Eigenwert, so gilt:

T(bj,n) = Pjn - bj,n‘
Dann ist Spur von 7% = sp  T* = 3" pj, (mit Summe iiber [j| < n).
Bezeichnet W die Menge aller ”Wérter der Lange s” in {71, ..., Y2n }, so kann
T auch geschrieben werden als 7° =37y f(7x).

Diese Summe ist gleich 3°. ¢y, 7 - (sin(2n+1) - (r,/2))/(sin(r,/2), wo 7,
den Drehwinkel der Rotation v bezeichnet. Ist ms die Anzahl aller Worter
der Lénge s, die die Identitét buchstabieren, so folgt, da r, = 0 < r = Id,
[57] :

1 .
R IS LUS

Diese Grenzwertbeziehung ermutigt, durch [*2°#2du(t) = m fiir s > 0 ein
Wabhrscheinlichkeitsmafl zu definieren.

Bezeichnet p,, das SpektralmaB von 7|p,, so wird durch die angegebene
Grenzwertbeziehung die Konvergenz der Mafle in der schwach-*-Topologie
aufgezeigt; d.h.: fiir jede stetige Funktion f gilt: [ fdu, — [ fdu

Das Spektralmafs ist das Maf, das jedem Eigenwert eines Operators die Mas-
se 1/(Dimension des Raumes) zuordnet; dabei werden die Eigenwerte gemafl
ihrer Vielfachheit gezahlt.

Daher gibt p den Ort an, an dem der Grofteil des Spektrums [=Grof3-
teil der "Masse”] von T zu finden ist. Speziell besteht der Triger von pu
(:=supp p = {x € S? : u(x) # 0}) aus Grenzwerten der Eigenwerte von T.
Weiters wird das Mafl p allein durch die natiirliche Zahl mg definiert und
hiangt daher nur von der durch {~;...7,} erzeugten Gruppe I" ab. Aus diesem
Grund kann das Maf p auch als Markovkette auf I' interpretiert werden [57].
Damit die Markovkette translationsinvariant wird und das Spektralmafl u
besitzt, mufl die Wahrscheinlichkeit, von g € I' nach ~;g[€ T'] zu kommen,
tiberall gleich 1/2n sein [57].

ms entpuppt sich in dieser Uminterpretation als die Anzahl der Wege der
Lénge s, die von einem Punkt g ausgehend zum selben Punkt ¢ zuriickfiithren.
Eine derartige Markovkette wurde von Kesten [46] untersucht. Er bewies,
dafl unter gewissen Bedingung das grofite Triagerelement A = max supp mu=
limsup,, . (ms)"/* von mu gleich 2n ist und sonst stets > 2 - v/2n — 1
ausfallt.

Die gesuchte Diskrepanz Os, ist gleich dem zweitgréfiten Eigenwert von
T/2n [57]. Aus dem Satz von Kesten folgt daher:

Ogn Z \/QTL — l/n

In umgekehrter Richtung gilt: O (71, .., y2n) < (logn)/(n'/?).
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Ein Zusammenhang zwischen Og, und T/2n wird bereits deutlich, wenn
man die Norm || 6 f || betrachtet:

155 1= 5 Zf% - [ 00 dut) 1=

—| Zf% r—||— / flx |_\|f T| minus Konst.

Es wird in [58] auch gezeigt, dal man fir jede Primzahl p mit p = 1(4) ei-
ne Menge I' = {71, ...,’y(pH)/Q,fyl_l, "77(;11)/2} finden kann, fiir die O(T") =
2. /pist.

Die zitierten Artikel enthalten auch Computerprogramme, mit denen opti-
male Rotationsanordnungen berechnet werden kénnen. Tabellarische und,
fiir spezielle Werte, auch graphische Ausdrucke geben einen Uberblick iiber
die optimalen Anordnungen.

Fiir die sphérische Kappendiskrepanz und die Diskrepanz des Lo-Mittels

gilt:
Es sei:
BN(C) = #{%‘X S C}/n — |C’
D(71X7 ""’Y’nx) ‘= sup ’BN(C)|
T(X1, 00y Xn) = (/ By (C)[2dw(C))H?
C
Dann ist:

L. D(11%, ..y 1aX) < (logn)?/3/nt/3
2. T(x1,...,%,) < n'/?. (logn).
Die vergleichbaren Beck’schen Resultate lauten:
1. D(X, .., 7nX) < (logn)'/? /n3/*
2. T(x1,....,%,) < n'/?,

sind also durchwegs schérfer, aber nicht konstruktiv.

Ein merkwiirdiger Satz iiber die Verteilung von Punkten auf der S2, ist
folgender [25]:

Es gibt zwei Konstante c1,co > 0, sodafs es

(i) fiir jede natiirliche Zahl n und fiir jedes « mit 0 < « < 2 eine Anordnung
von n Punkten auf S? gibt, in der jeder Punkt von mindestens ci - log* n
anderen Distanz > « hat, und dafs es

(ii) fiir jede natiirliche Zahl n eine Anordnung von n Punkten auf S gibt,
in der jeder Punkt von mindestens cg - nt/3 anderen Punkten Abstand /2
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hat.

[Haben zwei Punkte auf der S?~! den Abstand /2, so stehen die zugehdrigen
Ortvektoren orthogonal aufeinander.]

Mit log*n wird dabei die kleinste natiirliche Zahl r bezeichnet, sodafl man,
bei Start in n, die log-Funktion r-mal iterieren muf}, um einen Wert < 1 zu
erhalten.

Bezeichnen wir mit f* die k-te Iteration der Funktion f, so ist also log*n =
min{r € IN: (logn)” < 1}. Diese Funktion ist Null fiir n = 1; fiir 2 <n < 15
ist ihr Wert gleich 2; den Wert 3 nimmt sie an fiir 16 < n < 3814279 , usw.

Die Beweisidee fiir (i) ist folgende :

Wir fixieren uns ein € > 0, sodal der Durchmesser eines Breitenkreises
vom Abstand € von der Aquatorebene stets groBer o ist [2- V1 — €2 > al.
Die beiden Breitenkreise, die von der Aquatorebene den Abstand € haben,
begrenzen dann einen Parallelstreifen

Sf = {(551,5(12,%3) € 52 : ‘5133’ < 5},

Fiir jedes £ > 1 wird nun eine Punktmenge P konstruiert, in der jeder Punkt
von zumindest k anderen Abstand « besitzt.

Es sei fiir ein natiirliches k eine derartige Menge P = { Py, .., Py } gegeben,
die sich zudem in einem kleinen S.-Streifen [e(k) < ¢] um den Aquator
befinde. (fiir k=1 bestehe P aus zwei Punkten mit Abstand « auf dem
Aquator.) Es sei U ein Punkt in der Nihe des Nordpols, von dem er den
(beliebig) kleinen Abstand 0 habe.

Wir lassen die Punktmenge P um die Achse -UU rotieren. Die Kugel wird
dabei so um die Achse -UU gedreht, da8 der Punkt P, auf einen Punkt P,
der von P; den Abstand | Py, P{| = « besitzt, abgebildet wird. Diese Rotation
bezeichen wir mit 1. Analog dazu sei 7; die Drehung um -UU, die P; auf P/
iiberfithrt. Auch hier sei |P;, P!/| = a. Es sei P(0) =P P = 7, (P©). Sind
die Mengen PO, P PE—1) bereits vorhanden, so wird P@ definiert
durch [1 <i < n(k)]:

PO = (PO UPD .. Pl
Die so erhaltenen Mengen werden zuletzt noch in P* vereinigt:

P =POyuPBy.. upnk)

Entscheidend fiir diese rekursive Konstruktion ist eine gute Wahl der Ach-
se -UU. Mit einer geeigneten Wahl kann man némlich erreichen, daf alle
Drehungen p; existieren, daf die Mengen P©, PM)_ P®(k) paarweise
disjunkt sind, und daf sich die Menge P* auf einem e(k + 1)-Streifen mit
¢(k +1) < e um den Aquator befinden.

Aufgrund unserer Rekursion ist #P®) = 2. #P0=1 = 2i=1 . 4pO) da bei
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Bildung von P® jeder Punkt von P~ einen Bildpunkt [1 < i < n(k)]
erhélt. Da alle Mengen paarweise disjunkt sind, enthilt die Vereinigung
von PU~1) und 7;(PU~1) genau 2 - #P0~Y Punkte. Punkte. Setzen wir
n(k+1) :=n(k) - 2"*) 5o ist:

n(k)
#P* = #{POUPO U uPrED} = 3™ 2P0 =
1=0

n(k)
#PO + 327 POy = PO [1 4270 1] = n(k + 1),
i=0
also #P* = n(k +1). Bs ist o - 2% = @22 < o7 st fiir x > 5.7. Daher
konnen wir mit vollsténdiger Induktion zeigen, daf} gilt:

log*n(k+1)=k+1<n(k+1) < ekt

Denn : n(1) = 2 < e; n(2) = 8 < e® = ¢e (Dabei sei e¥ die k-fache Potenz
von e: €€..le)
Ist n(k) < é€..’e (k mal), so ist:

n(k+1) = n(k) - "® < n(k) - éé..7e < éé..26e = eF+Y)

In der Menge P* hat jeder Punkt von mindesten (k+1) anderen genau den
Abstand «, wie man durch Nachrechnen beweist.

Der Beweis der zweiten Aussage stiitzt sich auf einen analogen Satz der
Ebene, dessen Konstruktion auf die Sphére iibertragen wird.

2.4 Sphirische Designs

Wie bereits bemerkt wurde (2.4), besteht ein Zusammenhang zwischen der
Diskrepanztheorie und der numerischen Integration.

In der Numerik will man vor allem die Polynome, die * Grundbausteine’
der Funktionen, exakt zu berechnen. Daher sucht man iiblicherweise nach
Stiitzpunkten, bei denen der Fehler F genau dann Null wird, wenn P ein
Polynom ist.

Eine Menge {Pi, .., P,} € S soll daher d-dimensionales sphirisches t-
Design (t € IN) heiflen, wenn fiir jedes Polynom P mit Grad < ¢ gilt:

n

> P(x)

=1

1 /SOH P(x)dw(x) =

Wd

S|~

Die Existenz sphérischer Designs wurde erst 1984 in [77] nachgewiesen. In
[23] und in [33] wird gezeigt, daf fur ein festes t die Anzahl der Punkte, fiir
die ein sphérisches Design existiert, eine untere Schranke von der Gréfien-
ordnung t%~! besitzt. Weiters sei erwihnt, dafl die Ecken eines FuBballes
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kein Design bilden [34].

Wir wollen jetzt ansatzweise die Existenz eines sphérischen t-Designs fiir
n > cq-t'?? beweisen [98]. Weiters wollen wir zeigen, daf8 auch fiir rechtecki-
ge Bereiche der S9! Designs existieren (s.[99],Lemma 3). Diese Aussagen
sind Korollare zu folgendem Satz der numerischen Integration [98],[99]:

Es seiw(x) > 0 eine auf [-1,+1] definierte und integrable Gewichtsfunktion
fiir die mit L1 > 1> Lo > 0 und 8 > 0 gilt:

/H w(z)dr =1

—1
Lo-(1—|z|?) < w(z) < I

¢ = {f1,..., fs} sei eine Klasse 3-mal stetig differentierbarer Funktionen auf
[-1,+1], deren erste Ableitungen in Bezug zur Gewichtsfunktion w orthogonal
sind. Das heifit:

» N
/. fL(x)-fL(m)-w(x)dw—{ . jﬁ;‘;ﬁ L, @

Es sei fiir die Funktionen dieser Klasse:

K :=max max (If.] [ful [(f - £)1 10 £2)"])

BV [—1,41]
sowie
J— / 1 "
Ci=_max = max (If.], 1], 17.).
Dann gilt:

(a) Fiirn > (24-5-K2-L1/L2)P*2 bzw. n > no(s,C, L1, La, B) gibt es Punkte
—1<& <. <& <1, sodafs fir alle f € ¢ gilt:

n 1
L) = [ ) w@
i=1 -

(b) Es werde x; definiert durch die Gleichung:

/zj w(z)dz = j/n (2.15)

-1

Dann kénnen wir annehmen, dafi x;_1 < & < z; und daf gilt:

min(§; — xj-1, 75 — &) > 5 - (5 — wj-1). (2.16)

W=

Um die gewiinschten Korollare zu erhalten, betrachten wir das Polynom
P =P(x1,.,2q) = 2§ - ... 2k mit k; > 0und S8 ok < t.
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Fiihren wir in der iiblichen Weise Polarkoordinaten ein, und setzen wir u; :=
cos 05, so gilt:

o d—2 d—2
k(d—1 : kd
[ POOd(x) = [ (cos o)) - (sing) o [ 15 =tar- I 1

mit I i [} (L — 2Bt OD) (1 23D 2,

Die Anwendung des Satzes auf die spezielle Klasse der Gegenbauerpolynome
ergibt, dafi es fiir jede Koordinate u; eine Menge A; gibt, fiir die das Integral
I; durch eine Summe ersetzt werden kann [98].

Es sei A := {(61,..,0d —2,p)} die Menge der Punkte aus S?~! die ent-
steht, wenn cosf1,...,cos04_1 und ¢ unabhéngig voneinander die Mengen
Ay, Ao, .., Ag_1 durchlaufen. A ist dann ein sphérisches Design der Ordnung
t. Daf} dazu notwendigerweise n > Const-t121" sein muf}, wird in [98] bewie-
sen. Auch die zweite Aussage kann man als Folgerung des Satzes beweisen
[99]. Auch hier mufl man man den Satz auf eine spezielle Funktionenklasse
¢ anwenden.

Durch die Gleichungen
Toj(z) = ((1 — cos(ex))/(€2/2)?) und Thj+1 = Tb; - sin(ex)/e.

erhélt man eine Menge {7y, .., 73} von Funktionen. Um ¢ zu erhalten muf
man nur noch diese Menge orthogonalisieren. Dabei ist ¢ ein positiver reeller
Parameter.

Essei D, = {$1, < 0, < Ba,} ein rechteckiger Bereich auf S%~1. Da man ein
groferes Gebiet stets in mehrere Teilgebiete zerlegen kann, kénnen wie den
Bereich D als geniigend klein annehmen. Dann kann man mit &hnlichen Me-
thoden beweisen, da8 es fiir jeden Bereich D C S ! dieser Gestalt eine von
D unabhdngige, natirliche Zahl no(t,d) gibt, sodafS es fir jedes (d-1)-Tupel
natirlicher Zahlen (mq,..,mq—1) mit m; > ng eine Menge von H;l;% m;
Punkten aus D gibt, die ein sphirisches Design der Ordnung t bildet [98].

Fiir den Satz selbst soll nun eine Beweisskizze folgen. Die exakte Ausfithrung
des Beweises findet sich in [98].

Wir starten bei der natiirlichen Annahme, dal die Menge der Interpolati-
onspunkte —1 < &1 < .. < &, < 1 eine Verteilung besitzt, die zu der durch
die Gewichtsfunktion w induzierten Verteilung "nahe” steht, und verwenden
dann die folgenden drei Schritte:

(1) Wir zerlegen das Intervall [-1,4+1] in n Teilintervalle I1 = [zg,z1], [1 =
[z1, 22],..., In = [Tn—1, 2] von gleicher w-Linge. Das bedeutet, daf

/:j w(x)dr =1/n

Jj—1
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sein soll. Klarerweise ist xg = —1 und x,, = +1 zu setzen.
Im Inneren eines jeden Intervalles I; wihlen wir den eindeutig bestimmten
Punkt u;, fiir den gilt:

/:j z-w(z)de =uj/n

Jj—1

(2) Die Menge {u1, .., up } beniitzen wir als Startmenge eines Newton’schen

Iterationsprozesses. Das bedeutet, daf§ die Punkte u; sukzessive durch die
2
J

konnen [98] mittels Lagrangemethode so gew#hlt wer-

besser approximierenden Punkte u; —|—h§~1) uj —I—hg»l)—i—h .. ersetzt werden. Die

0
J

den, daB8 377, (h;k))2 minimal wird. Dabei ist die geforderte w-Orthogonalitét
notig, um die auftretenden Korrekturglieder klein halten zu kénnen.

(3) Die Iterationsprozedur erzeugt rekursive Ungleichungen fiir die Korrek-

Korrekturglieder h

turglieder hgl) und fiir den Fehler

+1
X fo(z) - w(x)dx|.

1 (1) (k)
Da fiir hinreichend grofle n der Fehler F mit wachsendem k nach Null
strebt, und da die Grenzpunkte u; +3 ;2 h;k) existieren, paarweise disjunkt
sind und in [-1,+1] liegen, kénnen wir den Beweis schlieBen. {

2.5 Invarianzprinzip

Nun wollen wir Diskrepanzkonzepte einfiihren, die abhéngen vom Abstand
der Punkte {Pi, .., P,,} untereinander, und die darauf basieren, Mittelwerte
von Abstandfunktionen und Abstandfunktionalen zu bilden.

Wir stellen uns dabei vor, in jedem der n ausgewihlten Punkte {Py, .., P}
befindet sich eine Energieeinheit. Wir suchen zun#chst nach einer Auswahl
{P1, .., P,}, die sich bei jeder Kraft, die nur zwischen je zwei Punkten inter-
agiert, im Gleichgewicht befindet.

Leech [49] bewies, dafl eine Anordnung, die sich bei jeder Kraft, die nur vom
Abstand der Punkte untereinander abhéngt, im Gleichgewicht befindet, eine
hohe Symmetrie aufweisen muf:

Sie mufl Rotationssymmetrie in Bezug auf jede Achse, die durch einen Punkt
der Anordnung und den Kugelmittelpunkt hindurchgeht, aufweisen.

Die Anordnungspunkte kénnen daher nur Eckpunkte von Polyedern sein,
die der Sphére einbeschrieben sind und bei denen alle Ecken auf Rotations-
achsen liegen. Daher kommen als Losungen nur in Betracht:

1. regulédre Polygone mit Ecken auf einem Grofikreis

2. Platonische Koérper, deren Dualkorper und Eckableitungen
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3. bestimmte Polyeder, deren Eckenmenge durch Vereinigung von Ecken
von Polyedern der ersten beiden Fille entstehen.

[Unter einer Eckableitung ist hier die konvexe Hiille der Kantenmittelpunkte
des Ausgangspolyeders zu verstehen.]

Es kann daher das gestellte Problem nur fiir n = 4, 6, 8, 10, 12, 14, 18, 20,
26, 30, 32, 42, 50, 62 gelost werden [49].

Sind auf einer d-dimensionalen Kugel d+2 Punkte zu verteilen, so liegen sie
meist optimal, wenn sie die Ecken eines Simplex bilden. Dieser Sachverhalt,
der bereits bei den Lagerungsproblemen auftaucht, gilt auch fiir den Betrags
des inneren Produktes [79]. Es ist dann:

d—+2
P P> ——— 2.17
1Si<3§d+2| Bl T 2(d+ 1)t (217)

Nun soll der Begriff ” Abstand” allgemeiner definiert werden. Dazu sei
(wie in [2.3]) G = SO(3) die spezielle orthogonale Gruppe auf S%~1, also
die Gruppe der Drehungen der S4~!. Fiir 7 € G sei | ¢ fd7 das Haar’sche
Integral der Funktion f. Dieses ist im wesentlichen gleich dem Integral tiber
S9=1 in Bezug auf das Oberflichenma$ dw.

Es sei N = (1,0,..,0) der "Nordpol” der S¢~!. P; und P, seien zwei Punkte
der S?! und g = g(z) sei eine auf [0,1] definierte integrable Kernfunktion.
Dann ist

d(x1,x2) := d(X1,X2,9) := /G /abg(z)dsz. (2.18)

fiir positives g eine Metrik auf S?~! [78]. Die Integrationsgrenzen werden
dabei auf folgende Weise erhalten:
Wir unterwerfen die Punkte P und P> der Drehung 7. Von den gedrehten
Vektoren 7P; und 7P» nehmen wir jeweils die erste Koordinate und ordnen
der Grofle nach. Das kénnen wir so anschreiben: @ = min{rP;, - N, 7P, - N}
und b = max{7P; - N,7P, - N}. Das Funktional d ist unabhéngig von 7,
denn fiir jedes 71 € G sind die Grenzen der inneren Integration:
a/:TlTpl'N:T/P1'Nundb:TlTPQ'N:T/PQ'N.
Da iiber ganz G = SO integriert wird, ist

d(mix1, T1X2) = d(x1,X2).

Fir g =1 ist f;g(z)dz =b—a=|7P,- N —7PFP>- N|. Da die Drehung eine
lineare Transformation ist, gilt:

|TP,-N —7Py-N| = |(tP, —7P,) - N| = |(P, — P;) - 7 'N|

T bewegt sich durch ganz G und daher kénnen wir von N aus jeden Punkt
der S9! durch eine Drehung erreichen. Somit kénnen wir 7~ ' N durch einen
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Punkt u der S?! und das Haar’schen Integrals durch das Oberflicheninte-
gral ersetzen.
Fiir g = 1 ergibt sich daher, wenn x einen Punkt der S?~! bezeichnet:

AP P) = [ 1P = Pa) - ulduu) =
| Pi=Palla- [ T (Pr= P/ || Pi= Py 2 [du) =

| P=Pollee [ e uldw(w).
Sdfl

Das Integral kann man durch folgende Uberlegung berechnen :
Das inneren Produkt zweier Vektoren ist bekanntlich gleich dem Produkt
des Betrages des ersten Vektors mit dem Betrag der Projektion des zweiten
Vektors auf den ersten.
Es sei 'H die Hyperebene, die normal zum ersten Vektor steht und die den
Ursprung der S¢ ! enthélt. Wir halten nun den Vektor x in x - u fest und
bewegen u iiber ganz S?! . Dann iiberstreicht die vektorielle Projektion
von u die (d-1)-dimensionale Kugel, die von H aus B? herausgeschnitten
wird, aus Symmetriegriinden zweimal vollstandig.
Daher hat das obige Integral den Wert 2 - kg_1:

/S Ix - uldw(u) = 2kg 1, (2.19)

Faft man die soeben durchgefithrten Uberlegungen zusammen, so er-
kennt man, dal durch die Kernfunktion ¢ = 1 der euklidischen Abstand
erzeugt wird, wenn man von einer multiplikativen Konstanten absieht.

Damit kénnen wir definieren:
Es sei P := {Py, ..., P,} eine n-elementige Menge von Punkten der S9~! und
d sei ein Abstand im Sinne von (2). Unter einer Potenzsumme verstehen wir
dann das Funktional:
E,(P):= Z d(P;, Pj)*
i<j
bzw.
E, = max E.(P)

Fiir sehr grofle, natiirliche a nahert sich die optimale Verteilung der Potenz-
summe der optimalen Verteilung des Unterdeckungsproblemes [s. 1.6].
Ahnliche Potenzsummen kann man auf jedem konvexen Kérper definieren;
der Korper, bei dem diese Summen fiir den euklidischen Abstand am grofiten
werden konnen, ist stets die Kugel, wie Groemer [36] gezeigt hat.
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Ist C(t) :={y € S9! :ycot N <t} die Kappe um N mit Radius t, so gilt
fir o = 1 das ”Invarianzprinzip” [78]:

+1
P+ [ IO (/SdA(#{P AT(CW)} —n-w' (1)2d7) dult) = K -0’
(2.20)
Die Konstante K ist dabei gleich 1/2-wg—1 - [ [ d(x,y)dw(x)dw(y), wo-
bei jedesmal iiber S?! zu integrieren ist, w* ist wiederum das normierte
Oberflichenmaf auf S 1.

Der Beweis benotigt man das Lemma ([78]; [1]):
Fiir reelle Zahlenfolgen p1 < ... < py und q1 < ... < q, gilt:

Z/qjg dz— /Z dz—Z/qjg

1<j 1<)

mit G(z) := #{p; < v} — #{q; < =}
Fir u = vund g = 1ist [T G%dz > [T2°|G|%de = X1 |P;, Qi|. Zum

Beweis des Satzes setzen wir u = v = n und geben uns zwei Punktfolgen
P, ={Pi,.., P} und P, = {Q1, .., Qn} vor. Dann wihlen wir drei Transfor-
mationen 7, ¢1, 2 € G und setzen

pi:==71f1P;- N und ¢; :=7f2Q; - N

Damit schreibt sich die rechte Seite von (4) an als:
2-K-n®= /G /GZ d(p1 P, p2Qj)dp1dgs.
,J

Jetzt rufen wir uns (2) in Erinnerung. Die Anwendung des Lemmas auf
>ij A(91Pi, ¢2Q;) ergibt dann:

Z d(¢1 P, 92Q;) Z/ / z)dzdt = [Lemma] =

pi

/G(/_+°° 9(2)-G(2,7)(G(2 dz+Z/pj —Z/qj g(2)dz)dT =

i<y v i<j 4

//H ngszdT+Z// dsz—Z/ /Zq] z)dzdT =

1<j 1<)

L[ o) @GP azdr + X dtpp) + Y dlaia)

1<j 1<J
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da d unabhéngig von der Wahl der Transformationen ist.
Dabei ist

G(z,7) =#{pi- N <z} —#{q- N <z} =
#{T P - N <z} —#{1¢o P, - N < z} =
#{Pp U 01(C(2))} = #{Py U 92(C(2))} =: #p — #q-
Daraus ergibt sich: 2 - K - n% = -2 Jfga-1 d(x,y)dw(x)dw(y) =

Wd—1

//Sdfl Z d(p1 Py, p2Qj)dprded = Z d(pi,pj) + Z d(qi, q;)
i,j

1<j 1<j

Ist n* =n-w*(C(2)), soist [o(#p —n*)de1 = 0, da n* gleich dem Erwar-
tungswert von #, ist. Daher ist der Rest gleich:

/_+11 /G/G 9(2) - (#p — #4)°dpr1dgndz =
[ [ o) - Vaodzk [T [ o) - Vdgnda-

_ (" 9(2) - (#p — n*)*dprdz + - 9(2) - (#4 —n*)dpadz.
/—1 G -1 G

Daher ist 2 - K - n? gleich der Summe der Diskrepanzen von Pp und P, in
Bezug zu g(x). Setzen wir nun P, = P, [dh. P, = Q; fir 1 < i < n] und
dividieren wir beide Seiten der Gleichung durch zwei, so erhalten wir die
Behauptung <

Wenn wir das Integral auf der linken Seite der Gleichung (5) durch die
Abschétzungen (2.4) und (2.8) ersetzen, so sehen wir, dafl es Konstanten cy,
c1 und co gibt, die nur abhdngig sind von der Dimension d, sodaf$ gilt:

c1 /A= o co - n?—E) <cs- pt=1/d=1)

2.6 Potenzsummen und Potentiale

Nachdem wir die Potenzsumme fiir « = 1 abschétzen konnten, wollen wir
eine Abschitzung der Summe in beide Richtungen fiir 0 < o < 2 angeben.
Wie im vorigen Paragraphen wird auch hier die Potenzsumme mit dem zu
erwartenden Mittelwert in Verbindung gesetzt, den wir so definieren:

Es sei P = {Py, ..., P,} eine Menge von n Punkten auf S?!, |P,Q| sei der
Euklidische Abstand.
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Fiir Q € S%! | P, € P und die Kernfunktion |Q — P;|* ist der gesuchte
Mittelwert fiir a # 0:

Mad)= 5 [ 1= Pl (2.21)

Es gilt der folgende Satz [96, 99]:
Firn > 2 und fir 0 < a < 2 g¢ibt es eine n-elementige Punktmenge P =
{P1, .., P,} und gibt es vier positive Konstante ¢, ¢’, k und k’, die alle nur
von « und d abhdngen, sodaf gilt:

c D < NP Py — M (o, d) < ¢ -ptre/ Y (2.22)
Weiters gilt fir 1 —d < a <3 —d:

—k-n!m/ WD <NV PP — M (o, d) (2.23)
i#]

und fir3—d < a <0 undd>4 gilt:
—k -0t <N P P — M, d) (2.24)
]
[Man kann zeigen, dafl die Ungleichung (3) bestmoglich ist.]
Fir a =0 gilt:

logn) + O(n) < S-(log P, P~ - [ 10g]Q - Rldw(Q).

n
d=1 i#j

Umgekehrt gilt die Ungleichung:

> (og|P Byl = - [ log]@ ~ Pldw(@)) < § - (logn) + O(n)

i#]

|3

Der Satz beinhaltet fiir o = 1 das Ergebnis von (IL.5), sowie fiir die
Verteilung von n Elektronen auf S? :

S|P Pt >0 — e 0 (2.25)
i#]

Eng verwandt mit den Potenzsummen, die man auch als Energiesummen
betrachten kann [96], sind Potentiale [96],[99], die fiir « # 0, 2,4, ... definiert
sind durch:

- « 1 |
Ua(P.Q) = 0B = oo [, JeslQ-Prdw@ (220
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und fiir « = 0, 2,4, ... durch:

- (0% o 1 « (6%
Ua(P.Q) = = 3 1Q.P,[1og|Q. Py~ [ 10g|Q~P"Iog|Q. Py|* dw(Q)
7j=1
Fiir diese gilt [Satz 2 in [97], Theorem A in [99]]:
FEs gibt fir 1 —d < a, aber a # 0,2,4.. Konstante C und c, die nur von «
und d abhdngen, sodaf$ gilt:

cn D < U < Ul <C-no/@D (2:27)
Unter || Uy ||oo wollen wir dabei folgendes verstehen:

) max|Us(P, Q)| fur a>0
1 Ua floo:= { —min U, (P, Q) fir a <0 (2.28)

wobei wir iiber alle Q € S%~! maximieren bzw. minimieren.
Da die beiden Funktionale zusammenhéngen, beschrénken wir uns hier auf
eine Beweisskizze der Aussage (2.27).
Der Beweis der linken Seite von (2.27) beniitzt wieder die harmonische Ana-
lyse auf der Sphére. Die Grundidee besteht darin, eine Testfunktion T zu
konstruieren, die folgende Ungleichung erfiillt :

| Ua(P@) 2 | [ Ual@) - T@del@) |/ swp IT(Q)
wd Sd—1

Qesd-t

Wir fithren auf S9! Polarkoordinaten ein und betrachten die Differential-
gleichung A;h;(cosf;) = 1. Dabei ist A der Laplace-Operator und 6, die
erste Polarkoordinate des Punktes P € S4-1 :

d

Ahy(cosby) = (sind_2 01 - i(sind*2 0 - w))
1

l .
a0 hi(cos 07)

Fiir eine gegebene Punktmenge P = {Pi,..., P,} definieren wir v; durch
2 -sin(v;/2) = |Q, P;| und betrachten die Funktion:

n

H(Q) =) lu(cos%i(Q))

=1

Nun zerlegen wir S4~! in Rechtecke B,, der Form:

T _ T _
Q:(Ql,...,ed_l)EBH@(#p_l).g.Q ngpglup'g'2 r

Dabei gibt u = (1, ..., tg—1) die Begrenzung des Rechteckes B, an. Es ist
daher mit ©,:=6-0, - 2":

T (pp—1) SOy < pp
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Es sei nun A := U{B, : P, ¢ B,,j = 1..n} die Menge aller Rechtecke,
die keinen Punkt der Menge P enthalten. Durch die Wahl von r kann man
erzwingen, daf }_, w(B,) < 1 ausfillt, da man die Rechtecke beliebig klein
machen kann.

Fiir jeden Punkt Q € B, € A sei 7,(Q) := 47" H “1sin?(0,).

Dann kénnen wir die gewiinschte Testfunktion definieren:

| A@o)Alr,(P) firQe B, €A
T(Q) = { 0 ' sonst g

Es gilt: sup |T(Q)| < 1

Es sei kq(cos®y) := |2 -sin(01/2)]; k' sei die zu k, in Bezug auf das Fal-
tungsprodukt inverse Funktion, das ist die Funktion, fiir die gilt:

kit s ko = hy.

Im letzten Beweisschritt fiir (7) verwendet man 7T k! als Testfunktion fiir
Ua(P, Q) und wertet hier iibergangene Ungleichungen aus [96].
Auch fiir den Beweis der rechten Seite wird S%~! in Rechtecke B,, zerlegt.
Auf diese Rechtecke wird die Beck’sche Methode aus I1.2 angewandt. Daher
muf fiir sie gelten:

diamB,, < ¢1 N ACaDN

Fiir 0 < a < 2 halten wir einen Punkt Q € S9! fest und wenden auf die
Rechtecke B, den zentralen Satz von IL.5 an. Dadurch erhalten wir Inter-

polationspunkte Q,(,” ). Es sei B die konvexe Hiille der Bereiche, in denen
Interpolationspunkte liegen. Weiters teilen wir die Rechtecke B, durch fol-
gende Bedingung in Klassen M, = M, (q = 0,1,..) ein:

B,EMy&q-c LY@ < mi}s} %,y] < (g+1) ¢ - n~ YD
ye
Wegen diamB), = supyyep, %, y] < e1-n Y@ kann jede Klasse M,

maximal < (g + 1)9~2 Rechtecke enthalten.
Fiir jeden Bereich B,, € Mj ist

e [ eyl dey) = b <

S n- w(B,LL) . (261 . n_l/(d_l))a + Z(QCI . n_l/(d_l))a < n_a/(d_l)

Fiir die Bereiche M, mit ¢ > 1 kann man mittels Taylorreihe zeigen, da8:

|n / |X y|adw Z |X XH’ | < qa d—1 | n—a/(d—l)
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Addiert man diese beiden Ergebnisse zusammen, und beachtet man, daf
M, < (g + 1)%2 ist, so erhilt man:

e [ =y dey) = S k- x )7 <
14

< na/(d—l) . (1 + qu—2 . qa—d—l) < na/(dfl)
q=1

&

Anstelle von Abstandssummen [weitere Beispiele findet man in [102]-[104]]
kann man Produkte von Absténden betrachten [97]:

Ist P ={Py,..., P,} C S so gilt [97] fiir R(P,P) := [[}—, |P, P} :

(P ist im folgenden stets ein Punkt auf S9—1)

m}ng(P, P)>(1+c1)-(2/Ve)
H%Jinmng(P,P) < (T+e2)-(2/Ve)"
Fiir eine unendliche Folge P = (P, P, ...) sei
Au(P) = (2/v/e) " - max R(P, P,).
Dann ist fiir ¢ > 0 und unendlich viele Werte von n:
An(P) > eVIosm
Es ist weiters:

Po= 1T 1P Pl <[ /200 |
el



Kapitel 3

Approximation der Kugel
durch Polytope

3.1 Einige Maf3zahlen konvexer Korper

Jeder konvexe Korper K € K 1488t sich auf verschiedene Weisen darstellen,
z.B. durch die Angabe aller Punkte, die er enthilt oder durch eine ausge-
zeichnete Eigenschaft, wie zB. bei der Kugel. Von besonderem Interesse sind
Darstellungen konvexer Korper durch analytische Funktionen, da man mit
ihnen in angenehmer Weise operieren kann.
So existiert z.B. zu jedem kompakten, konvexen Korper K ein nichtnegati-
ves, positiv homogenes und subadditives Funktional g(x) : R — IR, fiir das
gilt:

K={xeR: g(x)<1} (3.1)

Dieses g heifit die Distanzfunktion des Korpers K. Die genannten Bedin-
gungen besagen, daf :

e g(x) >0 Vx # o [Nichtnegativitit]

e g(A-x)=MX-g(x) V>0 [Homogenitit]

o g(x+y)<gx)+g(y) [Subadditivitt].

Interessanter als die Distanzfunktion ist die Stitzfunktion h eines kompak-
ten, konvexen Korpers. Sie kann definiert werden als die Distanzfunktion
des zu K dualen Korpers K* (I1.2). Also ist h(u) diejenige Funktion, fiir die
gilt:

K*={ueR?: h(u) <1} (3.2)

Aus der Definition der Dualmenge K* als {x : x-y <1Vy € K} (s11.2)
folgt:

h(u) = sup x - u. (3.3)
x€K

49
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Eine Hyperebene H heifit Stiitzhyperebene eines konvexen Korpers K,
wenn K ganz in einem der durch sie erzeugten Halbraume liegt und wenn
HNK # 0 ist.

Besitzt ein Korper die Stiitzfunktion h, so besitzt die Stiitzhyperebene H
mit Normalvektor u die Darstellung:

H(u)={x:x-u=h(u)}. (3.4)

Weiteres iiber Distanz- und Stiitzfunktion findet man in Lehrbiichern
der Konvexgeometrie, zB. in [40] oder in [51].
Mit Hilfe der Stiitzfunktion kénnen wir nun die Breite b(u) eines konvexen
Korpers K in Richtung u verstehen als:

b(u) = h(u) + h(—u) (3.5)

Mittelt man dieses Funktional iiber alle Richtungen u, das heifit, bildet
man das Integral iiber die Oberfliche w(u) der S9!, so erhilt man die

mittlere Breite b:
1

B(u) : / b(w) dw(u) (3.6)
Sd—1
Ein weiterer zentraler Begriff in der Konvexgeometrie ist der Begriff des
Parallelkérpers. Unter dem Parallelkorper K, im Abstand p verstehen wir
die Minkowski-Summe des Korpers K mit der Kugel B(p), die den Radius
p besitzt. Die Minkowski-Summe zweier Mengen A und B ist definiert als:

A+B:={a+b:a€ Abec B} (3.7)

Das bedeutet, da8 K, = K + B, = Uyex B(x, p) ist. Das heifit:
wir schlagen um jeden Punkt x des Kérpers KC eine Kugel vom Radius p und
bilden die konvexe Hiille der Vereinigung dieser Kugeln.
Der Parallelkorper B, zur Einheitskugel, der den Abstand p besitzt, ist
wiederum eine Kugel, diesmal mit Radius 1 + p.
Das Volumen V' (K,) eines Parallelkorpers ist ein Polynom in p, wie man aus
der Steiner’schen Formel ersieht: [p > 0]

d
V) =Y (d> W (K) - (33)
v=0
In dieser Formel bezeichnet W,Sd) das “v-te Quermafintegral der Dimen-
sion d 7 . Da in der weiteren Arbeit dieses ansonsten sehr wichtige Funktio-
nal nicht mehr auftaucht, kénnen wir auf eine exakte Definition verzichten.
Eine solche findet man zum Beispiel in [51].
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3.2 Approximation durch Polyeder

Will man den ” Abstand” zweier konvexer K6rper untersuchen, so mufl man
sich zun#chst Gedanken dariiber machen, wie dieser Abstand iiberhaupt ge-
messen werden kann, denn auf der Menge K der konvexen Korper gibt es
keine ausgezeichnete Metrik.

Die gebrauchlichste Metrik ist die Hausdorffmetrik, die wir stets mit 7 be-
zeichnen wollen. Sie ist definiert als das Minimum der Zahlen p, fiir die gilt:
K, > Lund L, D K, wobei wir mit K und L zwei konvexe Kérper bezeich-
nen. Der Hausdorffabstand n( K, L) 1d8t sich auch anschreiben durch:

n(K,L) = max{sup inf || x —y ||,sup inf ||x—y |} (3.9)
xck YEL x€LYEK

Man kann klarerweise nicht nur das Maximum der beiden Zahlen in der
Klammer zu betrachten, sondern auch deren Mittel. Diese Mittel fithren bei
geeigneter Wahl der Gewichtung zu Metriken, die einen engen Bezug zu den
l,-Metriken haben [38].

Mehr Verwendung als derartige Metriken findet jedoch die Symmetrische
Differenzmetrik, die fiir zwei konvexe Korper K und L so definiert ist:

6%(K, L) := AM(K\L) + A\(L\K) (3.10)

Dabei bezeichnen wir mit A das LebesguemaB des umgebenden IR?. [Im
folgenden wollen wir stets die Hausdorffmetrik verwenden, da in dieser Me-
trik die meisten Ergebnisse vorliegen.|
Wenn wir konvexe Korper durch konvexe Polyeder approximieren wollen,
sind folgende Sétze wichtig [40]:

o Iste >0 undist K € K ein konvexer Korper, so lassen sich stets zwei
konvexe Polyeder P und @ finden, fir die gilt:

PCKcCQ@QnK,P)<enK,Q)<e. (3.11)

o Ist K € K ein konvexer Kiorper und ist > 1 eine beliebig vorgegebene
Zahl, so lifst sich, wenn der Ursprung in geeigneter Weise in K ange-
nommen wird, stets ein konvexes Polyeder P finden, das P C K C P,
erfillt.

Um den ersten Satz zu beweisen, iiberdecken wir K durch endlich viele
Wiirfel der Kantenlinge s < €/ V'k, von denen jeder Punkte mit K gemein-
sam habe und die zB. durch ein achsparalleles Raster mit Maschen der Léange
s gegeben sind. Es sei @) die konvexe Hiille der Vereinigung dieser Wiirfel.
Dann ist K C @ und @ C K = K, und daher n(K, Q) < e.

Weiters iiberdecken wir K durch endlich viele Wiirfel der Kantenléinge s <
2¢/V'k, deren Mittelpunkte alle zu K gehoren sollen. Auch hier wire an
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ein Raster denkbar, allerdings sind eventuell Verschiebungen der einen oder
anderen Rasterebene nétig, um die erforderlichen Bedingung erfiillen zu
konnen. Nun sei P die konvexe Hiille der Wiirfelmittelpunkte. Dann ist
K C P o= Peund P C K und damit n(K,P)<ed

Fiir den Beweis der zweiten Aussage wihlen wir den Ursprung u des um-
gebenden Raumes im Inneren von K, und zwar so, dafl eine Kugel B(p)
mit Radius p > 0 um u ebenfalls noch ganz im Inneren von K liegt. Es sei
A = inf{|x,y| : x € 0K;y € 0B(p)} der positive Abstand zwischen den
Réndern dieser Korper.

Es sei e mit A > € > 0 und (u—1)-p > € gegeben. Wegen A > ¢ ist
B(p) C K_. C P. Es wére sogar noch eine Parallelkugel mit Abstand A in
K enthalten. Allerdings wiirde B(p)a den Koérper K in (mindestens) einem
Punkt beriihren.

Geméf (3.11) gibt es stets ein Polyeder P mit P C K C P.. Wird dieses
Polyeder um den Faktor p gestreckt, so werden die Tragerhyperebenen der
Seitenfléchen, die einen Abstand p > p zum Ursprung haben, um die Lénge
(k—=1)-p> (u—1)-p > e nach auBen verschoben. Daraus folgt: P, O P ¢

Wir betrachten wir nun die Approximation der B3:

Es sei zunéchst bemerkt, dafl sich (1.3.8) und (I.3.10) in folgende Form brin-

gen lassen [30]:

Ist ein Polyeder mit n Ecken oder n Fldchen in eine konzentrische Kugel-

schale mit Umkugelradius R und Inkugelradius r eingebettet, so gilt mit der
n s

Konvention v, = %5 - &:

% > V3 - tany, (3.12)

Denn jede Uberdeckung definiert ein Polyeder:

Man betrachte den Schnitt der Halbrédume, die durch die Tragerhyperebenen
der Kugelkappen begrenzt sind. Das sind die Hyperebenen, die die Kugelkap-
pen von der Kugel trennen, und die den Kugelmittelpunkt in ihrem Inneren
enthalten.

Besitzt ein Polyeder P von der Einheitskugel B? den Hausdorffabstand 7, so
ist aufgrund der Definition der Hausdorffimetrik [P C Bj | das Polyeder in
einer Kugel vom Radius 1 + 7 enthalten und enthilt [wegen B3 C P ] eine
Kugel vom Radius 1 — 7.

Das heifit, dal die Abweichung eines n-eckigen oder n-flichigen Polyeders
P, von der Einheitskugel wegen 1 > R/r stets die Ungleichung erfiillt:

0(Pn, B%) 2 (siny/ cosya) > (2m)/(V27 - n) (3.13)

Die Ungleichungen (4) und (5) lassen sich verschérfen [30], woraus man
folgende Korollare erhélt:
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R : _ 2k _ 2k
° ?Ztan%-tangmltp—Tundq—?.

Enthalt ein n-seitiges Polyeder @, die Einheitskugel, so gilt :

V(Qn) > (n—2) - (3tan®, — 1)sin 2v,.

Enthélt ein n-eckiges Polyeder P,, die Einheitskugel, so gilt :
3
V(P,) > \2[ (n—2)- (3tan~, — 1).
e Ist ein n-eckiges Polyeder P, in der Einheitskugel so gilt :

2
V(P,) < - (3 = cot?7,) - cot .

6

3.3 Zufallspolyeder

Eine erste Moglichkeit, Polyeder mit Kugel zu kombinieren, haben wir be-
reits im ersten Kapitel kennengelernt und im vorigen Paragraphen genauer
betrachtet.

Bevor wir der Frage nachgehen, wie gut sich die Kugel durch Polyeder appro-
ximeren laf3t, wollen wir den Erwartungswert bestimmter Maflzahlen eines
Zufallspolyeders ermitteln. Darunter verstehen wir die konvexe Hiille von n
zufillig ausgewdhlten Punkten auf der S%-1.

Will man n Punkte geméif einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Sphére
auswéhlen, so mufl man sich zuerst iiberlegen, auf welche Weise dies moglich
ist. Ublicherweise wird dazu die Sphiire mit Polarkoordinaten ausgestat-
tet. Wir konnen annehmen, dafl die gewiinschte Verteilung eine gewthnli-
che mehrdimensionale Dichte besitzt. Fiir die Gleichverteilung mufl wegen
defl f =1 die Dichte f = %d sein.

Es seien nun gemif der Gleichverteilung n Punkte auf der S¢~! ausgewiihlt.
In [15] wird der Erwartungswert der drei Mafizahlen Oberflédche, mittlere
Breite und Anzahl der Seiten berechnet. Da die dabei erhaltenen Formeln
zwar exakt, aber kompiliziert sind, werden auch einfachere asymptotische
Abschitzungen aus ihnen hergeleitet.

Die zugrundeliegende Denkweise soll im folgenden anhand der Oberfliche
erldutert werden.

Es ist zuniichst zu bemerken, da8 bei statistischen Uberlegungen nur Polyto-
pe, deren Facetten Simplizes sind, eine Rolle spielen, da andere Polytoptypen
nur mit Wahrscheinlichkeit Null auftreten kénnen.

Unter einer Fuacette eines d-dimensionalen Polytopes P versteht man stets
die (d-1)-dimensionalen Flichen von P.

Daher kénnen wir die Oberfldche der konvexen Hiille der Punkte { P, .., P,}
als Summe d-eckiger Facetten betrachten.
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Wiéhlen wir aus { P\, .., P, } auf beliebige Weise d Punkte aus, die wir 0.B.d.A.
stets mit Py, .., P; bezeichnen wollen, so ist die konvexe Hiille der d Punk-
te Pi,.., P; genau dann eine Facette eines konvexen, d-dimensionalen und
n-eckigen Polytops, wenn die iibrigen (n-d) Punkte Pyy, .., P, auf ein und
derselben Seite der Hyperebene H zu liegen kommen, die durch P, .., Py
aufgespannt wird.

Diese Hyperebene H = H(u,t) zerlegt die Vollkugel B¢ in zwei Kugelkap-
pen, eine mit Hohe 1-t und eine mit Hohe 1+4t. Dabei bezeichnet t den
Abstand der Hyperebene zum Ursprung.

Wird mit @ = w(P, .., P;) die Oberfléiche der kleineren Kugelkappe bezeich-
net, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Punkt auf diesem Teil der Kugel
liegt, gleich @W/wy, das ist Kugelkappenoberfliche/Gesamtkugeloberfléche.
Die Wahrscheinlichkeit, dafl er auf der anderen Kugelkappe liegt, ist gleich
der Gegenwahrscheinlichkeit 1 — @/wg.

Die P;’s sind gleichmiBig und unabhiingig voneinander iiber S9! verteilt,
und daher tritt das Ereignis, dafl alle n-d Punkte Py1, .., P, vollstindig in
einem der beiden Kugelteile liegen, mit Wahrscheinlichkeit g, 4 ein:

Ind = (w/wd)"fd +(1- w/wd)"*d (3.14)

Die Wahrscheinlichkeit g, ¢ héngt klarerweise nur von den Parametern
der Tragerhyperebene ab, da eine Verdnderung der Punkte innerhalb dieser
Hyperebene keinen Einflul auf den Abstand der Hyperebene vom Ursprung
der S9! besitzt. Daher kénnen wir n,q als Funktional der Hyperebenenpa-
rameter u und t betrachten: ¢, 4 = ¢,.4(P1, .., Pi) = qn.a(u,t).

Weiters sei folgende Konvention eingefithrt: Um die folgenden Formeln iiber-
sichtlich gestalten zu kénnen, schreiben wir unter das Integralzeichen immer
nur die Variable, fiir die das Zeichen gilt. Integriert wir immer iiber S%1.
Bei reellen Integrationsparametern wird wie iiblich das Integrationsintervall
angegeben.

Die Punkte Py, ..., P; spannen im IR? ein (d-1)-dimensionales Simplex auf,
dessen Inhalt T := T'(Py, ..., Py) sei. Dann ist:

dw(P) dw(P)

Wd Wd

E(qna-T) :/P /P Gnd(P1...Pa) - T(P1...Py)

der Erwartungswert des Volumens der Facette conv{ P}, .., P;}. Da es stets
(1) Moglichkeiten gibt, aus n Punkten d auszuwihlen, gilt fiir den Erwar-
tungswert der Gesamtoberfliche w,, 4:

E(wn.q) = (Z) /P /P na(P1..Py) - T(P,..Py) dwifl)...di(}fl)

Gemif [64] kann man die unabhéingige und gleichverteilte Auswahl von d
Punkten auf der S9! stochastisch dquivalent durch folgende sequentielle
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Konstruktion ersetzen :

(i) Wihle eine Tragerhyperebene H = H(u,t) mit dem als Sphérenelement
gleichméfig verteilten Normalvektor u und mit dem Abstand t vom Mittel-
punkt der ST,

Dieser besitze als Zufallsvariable (—1 <t < 1) die Dichte:

2 (1= )N (B(C - (d - 1)) (3.15)
Mit B(p,q) wird hier die Beta-Verteilung mit den Parametern p und q
bezeichnet. Im folgenden werden wir stets die Abkiirzung B := B (%, % (d—
1)?) verwenden.
(ii) Der Schnitt dieser Hyperebene mit der Sphére ist der Rand einer (d-1)-
dimensionalen Vollkugel mit Radius (1 — #2)(1/2) deren sphirisches, (d-2)-
dimensionales Oberfliichenmafl im weiteren mit w’ bezeichnet wird.

Da die Oberfliche einer d-dimensionalen Kugel mit Radius r gegeben ist
durch r@=1 . wy, ist

W(STINH) = (122 .

(iii) Wihle nun d Punkte P, .., P} aus dem Schnitt von H und S¢1.
Die Auswahl der Punkte P, .., P} erfolge dabei geméf einer gemeinsamen
Gleichverteilung mit der Gewichtung

B wﬁll—l 1 / /
(d=1) 5 pr= R e T(P, ..., P)). (3.16)

Es ist bei diesen Dichten zu beachten, dafl die auftretenden Oberflachen-
mafle auf 1 zu normieren sind, um Wahrscheinlichkeitsmafle zu erhalten.
Daher wird w(P!) im folgenden stets durch (1 — #2)(4=2)/2. ;| dividiert.

Die Auswahl von Py, .., Py erfolgt also geméf einer Dichte, die gleich ist dem
Produkt der beiden Dichten (2) und (3). Daher ist:

dw(Pl) dw(Pd) _

wq wq

2 2 _og B wd_

5 ( — (@ =2d=D/2 gt duw(u) - (d—1)! - 5 wé_}.
T(P,...P)) dw(P}) o dw(PY) _
(1—2)@-D2 (1 —2)[d-2/2. 4, | 7 (1—2)d-2)/2. 4,

wd dw'(P{) dw'(P)) dt
=d-1- L. 7P, P - v . - dw(u).
(d ) wgil ( 190 d) W1 wWa1 (1 _ tQ)d/Q w(u)

Damit kann der Erwartungswert E(w, 4) umgeformt werden zu:

E(wn,d) = (Z) /P /P qn»d(Pl"'Pd)'T(Pl,,,Pd) dw:fl)'.'dwcgdpd) _
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+1 p
- <Z> / / / / Gnid(P-P) - T(P}.Py) - (d — 1)1 - =1
i ” u J-1 o

dw'(Py) duw'(P}) dt B
o AR dw(u) =

Wd—1
n d—1)! +1
“d i C'l u J-1

dt
(1 _ t2)d/2

(d—1)-T(P],...P})-

dw'(Py)...dw' (P)) - - dw(u)

Da die Wahrscheinlichkeit g, 4 nur von der Trégerhyperebene H abhingt,
kénnen wir ¢, 4 aus dem Integral iiber die P’s herausziehen, da sich diese
nur innerhalb H bewegen. Das ergibt:

n —1)! 1

dt
(1 _ t2)d/2

-(/ i | T*(P|...P))dw'(P))...du' (P})) - dw(u)

. Jp

Als niichstes wollen wir den Wert des Integrals iiber w’(P/) bestimmen, und
nehmen uns dazu das zweite Moment folgender Zufallsvariable zu Hilfe:
Das (d-1)-dimensionale Volumen der konvexen Hiille von d Punkten, die auf
der Oberflache einer (d-1)-dimensionalen Kugel mit Radius r liegen, habe
die Dichtefunktion f. Es ist dann [64]:

T2(d_1) .d
(d— 1) (d— DED

/ 22 f(x)de =
Mit der entsprechenden Gewichtung erhilt man daraus [15]:

(1 _ t2)(d71) -d

o, T2 (Pl (B2 = (=) ) sy

Wenn wir dieses Resultat in die Formel fiir den Erwartungswert einsetzen,
ergibt dies:

n\ (d—1) wi d
E(wna) = (d) { o 2. (di i)! (d—1)d-1

+1 g\ d?=2d | 2d-24
L] anatuny- (1= ) =
u —1

@ D [ ety (0= 0 )

Wd
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Es wurde bereits bemerkt, dafl @ die Oberfliche einer d- dimensionalen
Kugelkappe mit Hohe 1-t ist. Man kann die Oberfliche ausdriicken durch
[15]:

1 _ .
. Co2@d-3)2,,, )W furo <t <1
Wq—1 /t(l 57) ds_{wd—w Fir 1 <t <0

Damit erhalt man:

B = (d) s Gy

/ Wd—1 / 1— d 2)/3 44 )= d (1_t2)(1_t2)(d27d71)/2dt
1

Das innere Integral ([ ds) kann durch partielles Integrieren und explizites
Ausrechnen noch umgeformt werden [15]:

n—d
E(wna) = <Z> cdwgo1 gy Y (=1)F (";d> Anmd=R LS (3.17)

k=0
Um diese Formel iibersichtlicher gestalten zu kénnen, wurden folgende
Abkiirzungen verwendet :

® 0= 5 Y+l = o (p-lu) = Féﬁll) ( (p+1)) fiir p € IN.

. 0 fur d gerade
"Y1 fiir d ungerade

[ ) S = Z(.(i_or_g).k/Q[’yr,’}/r+27 ...,’ydfg];? . I(T . (n — d—j),d2 — d+2j —+7r-

Weiters setzt man cosx := ¢ und:
s
I(m,p,q):= / ™ - sin® x - cos? vdx
0
Das asymptotische Verhalten ist fiir die Oberfliche gleich:

! P N g S
20d—2)1 - (d+1) ¥4t Va1 d+2’ n2/@D

hat also einen Fehlbetrag der Ordnung (C(d)/n?/(@=1) . (14 o(1)).

wq — 1+ o(1)).
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Weiters wird in [15] der Erwartungswert der Seitenanzahl der konvexen Hiille
behandelt. Die asymptotische Abschétzung lautet bei dieser Fragestellung:

2 —(d—
a2 Ve e (L 0(1).

Eine &hnliche Fragestellung wird in [45] untersucht. Autoren betrachten hier
den Tangentialkorper, der aus n Punkten, die auf der S¢~! liegen, gebildet
wird und fragen nach seiner zu erwartenden Eckenanzahl. Sie erhalten:

/2 1 I _
E#{Ecken}nqg) = | / (1—=.2¢ Z(Z) )"~ C(d(d—2))-sin¥ @) rdr
dj Jo 2 Ig-2(%)
20(%-k+1)

r(3H)riEe+d)
Ist ¢ := sin“r und bezeichnen wir mit B die Verteilungs- und mit G die
Dichtefunktion der B(k/2,1/2) - Verteilung, so kann man das Ergebnis auch
anschreiben als:

zu setzen ist.

wo Iy(r) := [y sin® xdz und C(k) =

2

E(#{Ecken} ) = (Z) : /0 1(1 - %Bd_m) Bz paq () dt

Fiir d = 3 gibt es ein exaktes Resultat:
E(#{Ecken}p3) =2n—4—(n+1)-(n—2)/2""}

Fiir groflere Dimensionen ist auch hier eine Abschétzung interessanter als
die genaue Formel. In [45] findet man mit Konstanten ¢; > 0 und ¢z > 0:

- d4=92 < B(#{Ecken}, 4) < i - d4/2 .y (3.18)

In [14] befindet sich die genaue asymptotische Aussage:

2 (d—
E(#{Ecken}y a) ~ FRRICE 9D o, (3.19)

Dabei ist 7, := ['(n)/(2" - T%(n/2)) fiir n € IN.

3.4 Approximierbarkeit konvexer Korper

In III.2 bewiesen wir, dal es zu jedem konvexen Korper K ein Polyeder
mit beliebig kleinem Hausdorffabstand gibt. Nichts hingegen wurde ausge-
sagt iiber die Struktur des Polyeders. Klarerweise wird die Approximation
des konvexen Koérpers K durch das bestapproximierende Polyeder P, mit n
Fléchen (oder n Ecken) fiir wachsendes n immer besser, da dann der Haus-
dorffabstand fiir wachsendes n nach Null strebt.
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Die Approximation erfolgt dabei mit Gréflenordnung %, das heif3t, daf sich
n-n(K, Pp) einem Grenzwert 1/A néhert.

Dieses A wollen wir die Approximierbarkeit von K nennen. Dieser Begriff
wurde von Fejes-Téth in [30] eingefiihrt, und von R.Schneider in [73] um-
fassend behandelt. Er erhélt dabei den folgenden Satz:

Es sei F' eine geschlossene konvexe Hyperfliiche der Differentiationsklasse
C3 (dh. F ist der Rand eines kompakten konvexen Korpers und ist min-
destens dreimal stetig differenzierbar). k bezeichne die (positive) Gauf’sche
Krimmung der Fliche F, dF sei ihr Oberflichenelement in der zweiten
Grundform.

Fiir e > 0 sei m(F,€) die kleinste natiirliche Zahl mit der Figenschaft, daf
es ein der Fliche F eingeschriebenes konvexres Polytop P mit m Ecken gibt,
fiir das n(F,0P) < e ist.

Ist ferner ¥4 die Dichte der dimnsten Uberdeckung des d-dimensionalen
Raumes durch Finheitskugeln, so gilt :

lim m(F,e¢) - T =277 . Ja-1 / VEdF (3.20)
e—0t Kd—1

Der exakte Wert von 5 ist bekannt: 99 = 27/+/27 [72]. Daher kénnen wir

fiir d = 3 schreiben:

%: Tim_m - n(F,0P) = \/1277/F\/EdF (3.21)

Der Satz besagt, dafl man die Approximierbarkeit eines konvexen Korpers
allein aus seiner Gaufy’schen Kriimmung berechnen kann. Weiters folgt dar-
aus, dafl unter allen konvexen Korpern die Kugel am schlechtesten approxi-
mierbar ist.
Der Beweis des Satzes bedarf vieler technischer Hilfsmittel. Seine Grundidee
ist die, die Flédche durch sogenannte II-geodétische Kreise, das sind Kreise in
der durch die zweite Fundamentalform induzierten Metrik, zu {iberdecken.
Bekanntlich 148t sich die Gaufy’sche Kriimmung berechnen durch:

o buu'bvv_b%v _é
Guu " Gvv — glzlv g

Die auftretenden Koeffizienten sind dabei die Koeffizienten der ersten Grund-
form [g.] sowie die der zweiten Grundform [b].
Ist F' = F(u,v) eine Parameterdarstellung der Fliche F, so lassen sich diese
Koeffizienten errechnen aus :

_OF oF 1 0P OF O°F
Juu = du Ou’ ™M NG ou’ Ov’ Oudu
oF OF 1 OF OF O*F

v = Fa v = 75 N G oy duay
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_or oF 1 OF OF O*F

= ov o v T g U Gw v avay)
Ist C' eine Kurve in F| so ist ihre II-Lénge gegeben durch das Integral:
L (C) = fol Vbuuwdudu + byy dudv + by dvdvdt geeignet parametrisiet:
C = (u(t), v(t)).,
Sind zwei Punkte x und y auf F gegeben, so definieren mit uns die II-Metrik
0 als das Infimum iiber die II-Lange aller Kurven C, die x und y verbin-
den. Damit konnen wir eine II-Kugel um x mit Radius p definieren durch
[y € F:0(x.y) < p}. __
Bezeichnet man mit k(F,p) die kleinste natiirliche Zahl, die eine Uber-
deckung von F durch derartige Kreise zulifit, so gilt fiir 0 < A < 1 und
fiir gentigend kleines € > 0: (73], Hilfssatz 2).

E(F AT V2e) <m(Fye) < k(F,\-V/2e) (3.22)

Der Beweis der linken Ungleichung geht von der Fliche F und einem
”passenden” Polytop aus. Man betrachtet dann die zu einer Tangentialebene
parallele Ebene im Abstand e und zeigt, dafl der Punkt, an den die Ebene
gelegt wurde, in einer II-Kugel mit Radius A - v/2¢ um einen Eckpunkt des
Polytopes liegen muf.

In umgekehrter Richtung gibt man sich eine Uberdeckung durch m II-Kugeln
vor, bildet die konvexe Hiille der Mittelpunkte und zeigt auf indirekte Weise,
daf dieses Polytop P einen geniigend kleinen Abstand n(F, 9P) besitzt.

Der zentrale Beweisschritt des Satzes liegt in dem Lemma:

Ist A;r (M) das (d-1)-dimensionale Volumen einer offenen Teilmenge M C
F beziiglich der durch die zweite Grundform induzierten Metrik, und ist
Arr = A (F), so gilt [73,Hilfssatz 4]:

lir% k(F,p) cKd—1 - pdil =94-1 - Aqr.

p—

Mit diesen Elementen kann der Beweis vervollstdndigt werden:

Zunécht bemerken wir, da§ Arr = [5 VbdF = [p VE-sqrtgdF = [ /kdF.

Sodann gilt fiir A < 1 die Gleichungskette (s. Lemma und Hilfssatz 2):
A1, 9—(d-1)/2 ,{;_11 gy - A =

)\d—l . 2—(d—1)/2 X hl’%k(F,p) . pd—l
p—

< liminfm(F,¢) - D/ < hmsupm(F,e) - D72
€—> 64)0+

< \—(d=1)  9—(d=1)/2 y; A1
<A 2 limy (£, p) - p

= A@D L pm @2t 9y A = K.
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Aus K < lim < lim < K und aus Aj; = Jp VEdF folgt fir A — 1 die
Behauptung des Satzes <

In [37] wird ein analoger Satz fiir die symmetrische Differenzmetrik bewiesen.
Bis auf geéinderte Konstante wird auch dort die Approximationsgeschwin-
digkeit von n~2/(¢=1) erhalten.

3.5 Projektionskérper, Zonotope

Gegeben sind von einem konvexen Korper nur Mafle seiner Projektionen.
Was koénnen wir {iber den Korper selbst aussagen ?

In [6] findet sich zu diesem Problem folgender Zugang:

Es sei K ein konvexer Korper und O(K,H) sei die Oberfliche der ortho-
gonalen Projektion des Korpers K auf die Hyperebene H. Ist u der duflere
Einheitsnormalvektor der Hyperebene H und liegt u in der Borelmenge der
Einheitssphire S9!, so it sich O(K,H) ausdriicken durch:

O(K,H) 2/ x| dpa (). (3.23)

Dabei ist mu der (d-1)-dimensionale Inhalt desjenigen Teiles vom Rand
von K, der in der Stiitzebene H enthalten ist. Ist y das Oberflichenmaf, so
ist O(K,H) geméf (I1.5) gleich 2k4—_;.

Haben wir weiters eine Familie £ = (H1, a1;...; Hn, ap,) von n Hyperebenen
des IR? mit zugeordneten Gewichten a; gegeben, so kénnen wir die Ober-
fliche von O(K) abschiitzen durch die Summe

L£)=> ;- O(K, H) (3.24)

Die Abschitzung wird klarerweise umso besser, je ”gleichméfiger” die
Einheitsnormalvektoren der Hyperebenen als Vektoren auf der S%1 verteilt
sind. Daraus resultiert die Frage, wie sich fiir eine gute Wahl der Einheits-
vektoren der Quotient O(K, L)/ O(K) verhilt.

Da jede Hyperebene zwei Normalvektoren +u; besitzt, konnen wir O(K, £)
darstellen durch:

L£)=) oO0(K,H

Hier steht unter dem Integral die Stiitzfunktion eines Zonotops:

X) = Zai -y - x| (3.26)

Ein Zonotop ist die Minkowski-Summe von endlich vielen Strecken mit
inneren Punkten [32,61]. Betrachtet man die Minkowski-Summe (III.1) ge-
nauer, so erkennt man, dafl man jedes Zonotop des IR?, das von n Strecken
aufgespannt wird, als Projektion eines n-dimensionalen Parallelotops auf den

L T xDdex) (3.25)

gd—1
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IR auffassen kann. Umgekehrt kann man jedes Zonotop in (Z) Parallelotope
zerlegen. [32].

Weiters ist es klar, dal man 0.B.d.A. annehmen kann, dafl die erzeugenden
Linienelemente alle ihren Mittelpunkt im Ursprung haben. Diese erzeugen-
den Linienelemente bilden den Generator [gen Z| des Zonotopes.

[Im obenstehenden Zonotop ist der Generator gleich der Menge der gewich-
teten Einheitsnormalvektoren, die wir hier als Strecken auffassen.|

Ist genZ = {x1,..,%,} mit x} = (24, ..,2¢) € R¢ der Generator von Z, und
bezeichnet [x;] = conv{—x;/2,%;/2}, so kann man das Zonotop Z darstellen
als Z = [x1] + ... + [x5).

Daher hat jeder Punkt des Zonotopes Z die Darstellung

P=0;-%x1/2+4 ... 4 0, - x,/2 mit |6;] < 1 und x; € genZ

Fiir die Ecken gilt Gleichheit.
Analogerweise [32] besitzt jede Zonotopseite die Darstellung:

F = [X(r(l)] +..+ [XU(T)] + (:t]') 'XO'(T+1)/2 +..+ (:l:l) ’ X(f(n)/27

und ist daher wiederum ein Zonotop. [Mit o wurde eine Permutation von
(1..n) bezeichnet].

Mit Hilfe dieser Darstellungsmoglichkeit der Seitenflichen kann man auch
den Namen dieser Polytopklasse erkldren. In der obigen Darstellung ist ja
noch offen, wie das Vorzeichen von X, (,41) bis X, () zu wéhlen ist. Dies ge-
schieht folgendermafen:

Ist u der duBere Normalvektor der Tragerhyperebene von F, so ist das Vor-
zeichen von X,(; so zu wéhlen, daB x,(;) und u auf derselben Seite der
Tragerhyperebene liegen. Da die Normalvektoren der Seiten, die eine Ver-
schiebung des Generatorelementes x; enthalten, orthogonal auf x; stehen,
formen sie einen ”Ring” um x; und bilden eine ”Zone” von Z.

Aus der Darstellung eines Punktes sieht man, dafl die Stiitzfunktion eines
Zonotopes die folgende Gestalt hat [32,74]:

h(Z,u) = in ‘u (3.27)

Denn eine Strecke +a - u mit u € S9! und o € IR besitzt die Stiitz-
funktion « - Ju - x|.
Es sei nun Z(£) das Zonotop mit Stiitzfunktion h aus (4). Wir beachten,
daf aufgrund ihrer Darstellung die Funktion h(Z(L£),-) an nur endlich vie-
len Stellen ihr Maximum annehmen kann. Diese Maximumsstellen weisen in
Richtungen gewisser Zonotopecken.
Setzen wir dim Z(L£) = d voraus, so wird umgekehrt h(Z(L),-) fiir Normal-
vektoren gewisser Zonotopseiten minimal. Daraus folgt, dal das Verhéltnis
O(K,Z(L))/O(K) stets kleiner als der Umkugelradius R und stets groBer
als der Inkugelradius r des Zonotopes Z(L£) ausféllt.
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Diese Radien kénnen wir durch die Hausdorffmetrik abschéitzen: Der Haus-
dorffabstand 7 ist definiert als die kleinste Zahl, fiir die gilt: K, C L und
L, CK.

Daher ist die Kugel Bﬁl] mit Radius (1 + 7) eine Umkugel des Zonotopes
Z(L) und umgekehrt ist Bd_n, eine Kugel, die den Radius 1 — 7 besitzt, eine
Inkugel von Z(L), da Z die Kugel Bg umfassen mufl. Daher ist

R<n+1 und r>1-n (3.28)

Somit ist:
1-n<r<O(K,Z(£))/O(K) S R<1+n

und :
-n < O(K,Z(£))/O(K) —1<+n

11— O(K, Z(£))/O(K)| < n(B?, Z(L)) (3.29)

Damit haben wir:
|O(K) — O(K, Z(£))| < O(K) - n(B?, Z(L)) (3.30)

Um also das am Beginn des Paragraphen gestellte Problem I6sen zu
konnen, miissen wir die Approximation der Kugel durch Zonotope betra-
chen. Um dies besser notieren zu kénnen, setzen wir :

C(n,d) := inf{n(B? Z) : Z ist ein d-dimensionales Zonotop mit n
Generatorelementen }

Weiters benétigen wir noch folgende Definition [10]:

Es sei P ein Polytop und h(u) sei stets gleich dem Inhalt der orthogonalen
Projektion von P auf eine Hyperebene mit Normalvektor u. Dann heifit das
Polytop II(P), das h als Stiitzfunktion besitzt, Projektionskorper.

Eine erste Untersuchung des Problemes stammt von Betke und McMullen
[6]. Sie erhalten fiir die Zahl ¢ die Abschétzung

¢ -n"2 < ¢(n,d) < ey -~ (3.31)

Ihr Beweis stiitzt sich auf die grundlegenden Approximationssitze des
zweiten Paragraphen und beniitzt folgende Tatsache:
Fiir v =2/(R+7) ist (B Z,) = (R—7r)/(R+7r)=(1—-r/R)/(1 —7/R).
Die Autoren betrachten ein d-dimensionales und n-eckiges Polytop, das von
der Kugel den Hausdorffabstand g - n=2/(4=1) hat und dessen Existenz laut
II1.2 gesichert ist. Sie beweisen, dafl der Projektionskorper des dualen Poly-
topes, der stets ein Zonotop ist [6], ((n,d) < (d — 1) - v4 - n~2/(4=1 besitat.
Um eine Ungleichung in der anderen Richtung zu erhalten, schéitzen sie die
Radien r und R ab.
Wir wollen als néchstes untersuchen, wie "nahe” - in verschiedener Hinsicht
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- ein Zonotop der Kugel kommen kann. Auf die urspriingliche Fragestellung
werden wir dann wir im sechsten Paragraphen zuriickkommen.

Als erstes sei die Frage gestellt, welches Zonotop die kleinste mittlere Breite
besitzt. Zur Vereinfachung setzen wir voraus, dafl alle Generatorelemente
gleich lang sind. [So ein Zonotop heifit iiblicherweise ”gleichseitig”.]

Die mittlere Breite eines konvexen Korpers konnen wir (II1.1) als ”Erwar-
tungswert der Breite” bezeichnen. Bei Zonotopen ist er bis auf einen kon-
stanten Faktor gleich der Summe der Langen der erzeugenden Strecken.

Es scheint natiirlich zu sein, diejenigen Zonotope, die eine kleinstmdgliche
Varianz der Breite besitzen als regulirfiu bezeichnen. Denn der Begriff der
Regularitét ist nicht analog zu der Definition von (I.2) definierbar, denn es
sonst wére fiir d = 3 der Wiirfel das einzige regulére Zonotop.

Diese Definition von "regulir” stammt aus [54]. Der Autor beweist, dafl dann
unter einem ”reguldren” Zonotop ein Zonotop mit gleich langen Generato-
relementen x; zu verstehen ist, bei dem der Generator einen ”eutaktischen
Stern” bildet, und bei dem die Geraden durch den Ursprung mit Richtungs-
vektoren x; und x; fiir alle x; und x; aus dem Generator denselben Winkel
einschlieflen.

Eine Menge {x;, .., X, } von Vektoren heifit eutaktischer Stern, wenn in einer
(n x d)-Matrix X, deren i-te Zeile gleich x; ist, die Spalten paarweise ortho-
gonal sind und gleiche Norm haben.

Man kann jede orthogonale (n x d)-Matrix zu einer Orthonormalbasis des
IR™ erweitern. Die Vektoren dieser Basis spannen dann einen Wiirfel auf. Da
man eine orthogonale Projektion dadurch beschreiben kann, daf man (n-d)
Richtungen einfach ”wegldfit”, sind die Zonotope, deren Generator einen
eutaktischen Stern bildet, genau die Zonotope, die als orthogonale Projek-
tion eines Wiirfels dargestellt werden kénnen.

Als néchstes stellt sich die Frage nach Zonotopen mit maximalem Volumen.
Dieses ist zum Beispiel dadurch berechenbar, dafl Zonotope eine enge Be-
ziehung zur dufleren Algebra haben.

Daraus kann man beweisen [32], dal das Volumen eines Zonotopes Z mit
Generator {X1, .., X, } sich anschreiben 148t als:

Va(Z) =) | det(x4,, ... Xi,)| (3.32)

Dabei ist 1 < i1 < .. < ig < n ; summiert wird iiber alle méglichen d-Tupel
dieser Art.

In [32] wird weiters bewiesen, dafl das groBite Zonotop, das als Projektion
eines n-dimensionalen Wiirfels auf den d-dimensionalen Teilraum, der durch
die ersten d Koordinatenachsen aufgespannt wird, erhalten werden kann,
zugleich das grofite d-dimensionale Zonotop ist, fiir dessen Generator gen Z
= {x1,...,Xp} gilt : 3 || x; ||?>= d.

In [32] werden auch noch folgende Abschétzungen angegeben:
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Erfillt ein d-dimensionales Zonotop Z mit n-elementigem Generator die zu-
letzt genannte Eigenschaft, so ist:

V(Z) < (Z) (3.33)

es gilt sogar:
V(Z) S wa- (\fn/d- wafwa) (3.34)

(Die erste Ungleichung 148t sich auch auf innere Volumina erweitern
[52]; die zweite ist fiir n > const - d schirfer als die erste und von richtiger
GroBenordnung.)

Im dreidimensionalen Fall gilt fiir Zonotope, die aus Wiirfelprojektionen
gewonnen werden die Ungleichung [33]:

V(Z) < \/z-cothr_l) (3.35)

[Diese Abschitzung ist fiir n < 15 besser als die bisherigen.]

Fiir die Oberfliiche und den Inkugelradius gilt im TR? [53]:

Sei n = 3,4 oder 6. Unter allen dreidimensionalen Zonotopen, die durch n
Einheitsstrecken erzeugt werden, haben die, deren Seitenflichen kongruente
Rhomben und deren Eckfiguren kongruente Polygone sind, gréfite Oberfliche
und groBten Inkugelradius.

3.6 Approximation durch Zonotope

In diesem Paragraphen wollen wir an das Problem des fiinften Paragraphen
ankniipfen.

Die Ungleichung (II1.5.8) von Betke-McMullen beniitzt auf der linken Seite
den Ausdruck:

Folu) = | = . [ I uldot) - LSl 336)

Wd i=1

Dieser Ausdruck bezeichnet den Fehler der Approximation des Cauchy’schen
Oberflachenintegrales durch dessen korrespondierende Summe [55].

Die in diesem Ausdruck auftretende Summe ist gleich der 2x4_1 /wy-fachen
Stiitzfunktion des Zonotopes Z mit Generator {xi, ..., Xy}, das Integral ist
nach (IL.5) gleich 2k4-1.

Daher ist F,(u) = (wq/2k4-1) - |1 — h(u)]| gleich einer Konstanten mal der
Differenz von Kugelradius und Abstand des Zonotopes in Richtung u. Aus
(IIL.5) folgt [u € S9! |

n(B?,Z) = (wa/2ka-») - sup F (). (3.37)
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Die Funktion f : S9! — [~1,+1] : x — x - u kann als Orthogonalpro-
jektion von S?~1 auf die Linie [-1,41] betrachtet werden.
Diese Projektion soll so ”gestort” werden, daf§ das Maf} einer beliebigen
sphérischen Kappe

Cr={xeSl:x-u>t)={xec S fu(x) >t}

mit Mittelpunkt u invariant bleibt.
Die Oberfliche w von C; ist [55] gegeben durch das Integral:

w(Cy) = wg—1 - fjll(l )(d 3)/2d7' fiir d = 3 ist dies 4 3 (1 —1).

Es ist nun ¢(t) := w*(C;) = w(Ct)/wg eine streng fallende Funktion, die
[-1,+1] auf [0,1] abbildet und die fiir s > ¢ stets die Gleichung w*(Cs\ Ct) =
g(s) — g(t) erfiillt. Die Funktion ¢ := g o fy bildet S9! auf [0,1] ab und ist
in folgendem Sinne mafitreu:

fiir jedes Intervall I C [0, 1] und fiir das Lebesguemafl A gilt:

(g™ (D) fwa = w* (™M (D) = A(D). (3.38)

Diese Mafitreue ist ersichtlich aus:
W g ([ s) = Wt (fa g7 (8 8]) = @ (fa (g7 (1), g7 ()

=W (Cy1( Cg15) = 997 (1) — 997" (5)) = s =t = A([s,1]).

1

Wegen ¢~ o ¢ = f impliziert die Mafitreue:

[ el @ = [l @) = [l @l

Um dies einsehen zu kénnen, benttigt man den Integraltransformations-
satz der Mafitheorie:
Es seien (o, Bo) und (1, B1) zwei Mefrdume, g sei ein Maf$ auf (Qo, By),
g: (Q0,Bo) — (21,B1) und f: (,B1) — R seien zwei Funktionen. Dann

i8t:
| Foatyit= A oyt = /Q f(@)d(g(m)

Das durch p1(A) := po(g~'(A)) VA € B definierte Ma# nennt man
Bildmaj$ von pg unter der Abbildung g¢.
Setzen wir z; := q(x;), 50 ist: x; - u = fu(x;) = g7 ().

Aufgrund der Invarianzgleichung schreibt sich F,,(u) an als:

1
Falw) = |- [ x-ulde(o) - Z|xz ul| =

Wd
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b I &K ,
[ o7 @z Sl Gl

Das bedeutet, dafl wir F,(u) als den Fehler einer eindimensionalen nume-
rischen Integration betrachten konnen, auf den wir die Ungleichung von
Koksma (IL.1) (s.[48]) anwenden.

Die totale Variation V(f) einer stetigen und monotonen Funktion auf einem
Intervall ist gleich der Differenz der Betréige der Intervallenden. In unserem
Fall ist V(g) = 2 und wir erhalten aus der Ungleichung von Koksma [55]:

E,(u) <2-D*(z1,..,2n)

Also ist der Fehler kleiner gleich der zweifachen Sterndiskrepanz in Bezug
auf Intervalle der Form [0,a] mit 0 < a < 1. Da wir mit t = g~!(a) auch
¢ 1([0,a]) = C; und @ = w(C};) haben, gilt mit Z := {z1,...,2,} und a €
[0,1]:

D*(2) =sup[4#(Z2N[0,a])/n — a| = sup|3#(Z2 N ¢~ ((0,a)))/n — a|

= sup |[#(Z2N C) —w(C)| ==sup|#(z; € C;) —w(C)|
t€(0,1] t

Also kénnen wir F,(u) abschéitzen durch die sphérische Kappendiskrepanz
von (II.2). Wir brauchen nur das dortige Ergebnis zu iibernehmen und er-
halten so den Satz:

Fiir jede natiirliche Zahln > 0 gibt es eine Menge von Punkten {Pi, .., P,} €
S4=1 " sodaf gilt:

C(n,d) < cq-n/?71/24=2) (logn)t/2, (3.39)

Die Beck’sche Methode kann man aber auch direkt auf unsere Aufgaben-
stellung anwenden [11]:

Fiir jede beliebige ganze Zahl n sei n = n~/(4=1) Wir zerlegen analog zu
(I1.2) die S?! in n kompakte, zusammenhéngende und paarweise disjunkte
Mengen {Q;}},. Das Lebesguemaf$l von jeder dieser Mengen sei < n und
ihr Durchmesser sei < const - 7.

In jedem @Q; wihlen wir zufillig und unabhéingig voneinander d+2 Punkte
aus. Dann hat fiir jede stetige Funktion f auf S9! bei geeignetem Ma8
auf @); der Ausdruck

d+2

WP, ) =S NQ) - f(m) — /Q fdpu
=1 1

einen Betrag < const - n.
Durch die Anwendung der Bernstein’schen Ungleichung und durch Einsetzen
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der obigen Werte erhélt man den Satz [11]:
Fiirn > 3 gibt es stets ein Zonotop und eine Konstante cq mit:

((n,d) < cq-n~FD/C=2) - flogn (3.40)

Die Giite der gefundenen Abschétzung bestétigt uns :
s gibt fiir n > 3 stets eine Konstante Cy und ein Zonotop mit:

¢(n,d) > Cy- n~(@+2)/(2d=2) (3.41)

Zum Beweis (s.[12],[13]) verwenden wir ein positives und symmetrisches

MaB p auf S9!, Das heifit, es ist fiir alle x auf der S : p(x) gréfer Null
und weiters ist [ga—1 X - p(x)dx = 0.
Es ist dann h(x) = [gqa1|x - y|p(dy) die Stiitzfunktiom eines konvexen
Korpers. Ist p ein diskretes Maf, so ist h die Stiitzfunktion eines Zonotopes.
Die Funktion & 148t sich in der Theorie der sphirischen Fourieranalyse [67]
darstellen als > Y. Die Funktion Y} ist dabei eine sphérische harmonische
Funktion von Ordnung k. Die Y3’s erfiillen folgende Orthogonalitdtsrelation
[67]:

i Y, (%) - Y (x)dw(x) = 0 fiirn # m.

Der Theorie der sphérischen harmonischen Analyse entnimmt man [12,13,67],
dafl man das Mafl p formal anschreiben kann als:

p=> M\ Y

Die \;’s sind dabei geeignete Gewichte der Ordnung O (k(4/2)+1),
Fiir 0 < 7 < 1 setzen wir p,. := Y 7%-\;-Y}, [12]. Aufgrund der Orthogonalitéit
der Y3’s gilt der Satz von Pythagoras und damit:

> IYe = V{3 = [lh = M]3

Es sei p/ ein zweites MaB auf S¢~!, das dieselben Eigenschaften wir p besitzt.
Analog zu oben bilden wir die zu p’ zugehérigen Funktionen %/,p) und Y} und
konnen dann das Quadrat des Lo-Abstandes dieser beiden Mafle abschitzen
durch:

I or — P} 5=
= /Sd_l(pr — p’T)Qddw = /Sd_l(Zrk M- Y, — Zrk A ka)de =

= Sd_l[zrk')\k (Ve = Y)]dw < /Sd_IZ[rk./\k (Vi — Y)dw =

<SR ) o (Vo= Vidw =3 (" M) || Vi — Y |IP<

< 3 max ()% | Ve = { |P= max(rt - a? 30 Vi - Y] |2
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= max(r® - )% || h— b3 .
Also ist:
| v = P} |< max(r® - X || h— 1| (3.42)
Wegen A, = O(k(¥/?)+1) 148t sich das Maximum abschiitzen durch:

ml?x(rk “Ap) < C- mkax(rk - k4F?)

Die Funktion 7% - k%2 hat ihr Maximum an der Stelle _dfg gQT wie man durch
Differentiation und aus Monotonieiiberlegungen ersieht. (Man beachte, daf3
fiir r < 1 der Logarithmus negativ, und damit der Ausdruck — logr positiv

ist.) Es ist somit:

mkax(rk kT <

_d42 d+2 1

(r=teer)- —logr)d+2 - (T_ﬁ)(dw) (d+2)H2) (Tgr)d+2 =
1
— (e~ losm(1/logm)y(d+2) (g 4 9)(d+2) | (Tgr)d-i,-Q _
= (e—(d+2) (d+ 2)(d+2) . (_lo;ﬂ)d—m —C. (_10;“)(14-2 <
d+2
<C-(5 ! )

Da die Funktion z —log x auf [0,1] monoton fillt, ist 1 < r —logr und damit:

(—=1/logr)®+? < (1/1 — r)d+2.

Also haben wir:
| pr = P I< Ca- (1 —r) "2 b — b (3.43)

Es sei nun § das durch P = { Py, .., P, } induzierte Maf. Es hat fiir P ¢ P
den Wert Null und fiir P, € P ist § = a. Diese Werte «; sind alle positiv
und so gewahlt, dafl gilt: > «; = 1.

Fiir das induzierte Mafl § und das Oberflichenmafl w kann man zeigen
[12,13], daf fir (1 —r)~' > C - nY/4=V) mit einer Konstanten C gilt:

| wp — 6, [|*> 1.

Damit kénnen wir den Beweis von (3.41) vervollstindigen. Denn es gilt
[12,13):
((n,d) =k {n(B%, 2)) 2

| eylotdy) = [ e ylatdy) o= ho = s >
gd—1 gd—1

Cq-(1=r) 22w, =6, |>Cq- (1 =r)HD2.1 >y C-n%Q



70 KAPITEL 3. APPROXIMATION DER KUGEL DURCH POLYTOPE



Literaturverzeichnis

[1] Alexander, J.R.
On the sums of distances between points on a sphere
Acta Math Acad Sci Hung 23 (1972) 443 - 448

[2] Beck, J.
Sums of Distances between Points on a Sphere - an Application of the
Theory of Irregularities of Distribution to Discrete Geometry
Mathematika 31 (1984) no 1, 33 - 41

[3] Beck, J.; Chen, W.W.L.
Irregularities of Distribution
Cambridge, 1987

[4] Bezdek, K.; Conelly, R.; Kertész, G.
On the Average Number of Neighbors in a Spherical
Packing : Intuitive Geometry, 1985

[5] Bezdek, A.; Bezdek, K.
On the Second Smallest Distance between Points on the Sphere
Geometriae dedicata 29 (1989) no 2, 141 - 152

[6] Betke, U.; McMullen, P.
Estimating the Sizes of Convex Bodies from Projektions
J London Math Soc (2) 27 (1983) no 3, 525 - 538

[7] Bliimlinger, M.
Slice Discrepancy and Irregularities of Distribution on Spheres
Mathematika 38, nr. 1 (1991), 105 - 116

[8] Boroczky, K.
Packing of Spheres in Spaces of Constant Curvatures
Acta Math Acad Sci Hungar 32 (1978) no 3-4 , 243 - 269

[9] Boroczky, K.

The Problem of Tammes for n = 11
Studia Sci Math Hungar 18 (1983) no 2 - 4, 165 - 171

71



72

[10]

[11]

[14]

[15]

LITERATURVERZEICHNIS

Bourgain, J.; Lindenstrauf, J.
Projektion Bodies
Lecture Notes in Math 1317 (1986/87), 250 - 270

Bourgain, J.; Lindenstrauf, J.
Distribution of Points on Spheres and Approximation by Zonotopes
Israel J Math 64 (1988) no 1, 25 - 31

Bourgain, J.; Lindenstrauf}, J
Nouveau resultats sur les zonoids et les corps de projection
Compte Rendus Acad Sci Paris Ser I Math 306 (1988) no 8, 377 - 380

Bourgain, J.; Lindenstrauf, J.
Approximation of Zonoids by Zonotopes
Acta Math 162 (1989) no 1-2, 72 - 141

Buchta, C.
Zufallige Polytope - eine Ubersicht
in : Lecture Notes 1114 (1983), 1 - 13

Buchta, C.; Miiller, J.; Tichy, R.F.
Stochastic approximation of convex bodies
Math Ann 271 (1985) no 2, 225 - 235

Chakerian, G.D.; Filliman, P.
The Measures of the Projektions of a Cube
Studia Sci Math Hung 21 (1986) no 1-2, 103 - 110

Clare, B.W.; Kepert, D.L.
The Closest Packing of Equal Circles on a Sphere
Proc Roy Soc London Ser A 405 (1986) no 1829, 329 ff.

Gruber, P.M. ; Wills, J.M. (Herausgeber)
Convexity and its Applications
Basel : Birkhéduser 1983

Cover, T.M.; Efron, B.
Geometrical Probability and Random Points on a Hypersphere
Ann Math Stat 38 (1967), 213 - 220

Coxeter, H.S.M.
Arrangements of Equal Spheres in Non-Euclidean Space
Acta Math Acad Sci Hungar 4 (1954), 263 - 274

Coxeter, H.S.M.
Regular Polytopes
Dover Publication, New York, 1973



LITERATURVERZEICHNIS 73

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

Coxeter, H.S.M.
A Packing of 840 Balls of Radius 9°0'19” on the 3-Sphere
in : Intuitive Geometry, 1985

Delsarte, P.; Goethals, J.M.; Seidel, J.J.
Spherical Codes and Designs
Geometriae dedicata 6 (1977) no 3, 363 - 388

Danzer, L.

Finite Point Sets on S? with Minimum Distance as large as possible
Discrete Math 60 (1986), 3 - 66

(Habilschrift 1963, Gottingen)

Erdos, P.; Hickerson, D.; Pack, J.
A Problem of Leo Moser about Repeated Distances on the Sphere
Amer Math Monthly 96 (1989) no 7, 569 - 575

Fejes-To6th,Gabor
Kreisiiberdeckungen der Sphére
Studia Sci Math Hungar 4 (1969), 225 - 247

Fejes-T6th,Gabor
Packungs- und Uberdeckungsprobleme auf der Sphére
in : 12-tes Steirisches Mathematik Symposium, Graz 1980

Fejes-Toth,Gabor
New Results of Packing and Covering
in : Convexity and its Applications, 1985

Fejes-Téth,Laszlo

Lagerungen in der Ebene auf der Kugel und im Raum
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaft, Bd 65
Springer-Verlag, Berlin-New York, 1957, 1972

Fejes-Téth,Laszlo
Regulére Figuren
Akademiai Kiado, Budapest, 1965

Fejes-Téth,Laszlo; Fejes-Toth,Gabor
Dictatores on a Planet
Studia Sci Math Hungar 15 (1980), no 1 - 3, 313 - 316

Filliman, P.
Extremum Properties for Zonotopes
Geometriae dedicata 27 (1988) no 3, 251 - 262

Goethals, J.-M.; Seidel, J.-J.
Cubature formulae, Polytopes and Spherical Designs
in : The Geometric Vein; Springer 1981



74 LITERATURVERZEICHNIS

[34] Goethals, J.-M.; Seidel, J.-J.
The Football
Nieuw Arch Wisk (3) 29 (1981/82) no 1, 50 - 58

[35] Groemer, H.
Uber die Lagerung von Punkten auf der Kugel
Elemente der Mathematik 15 (1960), 133 - 134

[36] Groemer, H.
On the Average Size of Polytopes in a Convex Set
Geometriae dedicata 13 (1982) no 1, 37 - 62

[37] Gruber, P.M.
Approximation of Convex Bodies by Polytopes
Rendiconti Circolo Matematiko Palermo (2), 31 (1982) no 2, 195 - 225

[38] Gruber, P.M.
Approximation of Convex Bodies
in : Convexity and its Applications, 131 - 162

[39] Habicht, W.; v.d. Waerden, B.L.
Lagerungen von Punkten auf der Kugel
Math Ann 123 (1951), 223 - 234

[40] Hadwiger, H.
Vorlesungen iiber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie
Berlin/Gottingen /Heidelberg : Springer 1957

[41] Hars, L.
The Tammes - Problem for n = 10
Studia Sci Math Hung 21 (1986) no 3-4, 439- 451

[42] Intuitiv Geometry (Sidfok 1985)
Colloq Math Soc Janos Bolyai, 48
North-Holland-Company; Amsterdam-New York, 1985

[43] Kabatjanskijm, G.A.
Bounds for Packings on the Sphere and in Space
Problems of Information Transmission 14 (1978) no 1, 3 - 25

[44] Karabinta,A.; Székely, E.
Sur les Empilements Optimaux de Cercles Congruents sur la Sphere.
Ann. Univ. Budapest. Sect Math 16 (1973), 143 - 154

[45] Kelly, D.G.; Tolle, J.W.
Expected Number of Vertices of a Random Convex Polyhedron
SIAM J Algebraic Discrete Methods 2 (1981) no 4, 441 - 451



LITERATURVERZEICHNIS

[46]

[47]

[51]

[52]

[53]

[57]

Kesten, H.
Symmetric Random Walks on Groups

Transactions of the Amer. Math. Soc. 92 (1959), 336 - 354

Kottwitz, D.A.
The Densest Packing of Equal Circles on a Sphere
Acta Cryst. A47 (1991) 158 - 165

Kuipers, L.; Niederreiter, H.
Uniform Distribution of Sequences
Wiley & Sons, New York, 1974

Leech, J.
Equilibrium of Sets of Particles on a Sphere
Math. Gaz. 41 (1957), 81 - 90

Leech, J.
Arrangements of 22 Circles on a Sphere

Ann Univ Budapest E6tvos, Sect Math 31 (1988) pp 27 - 37 (1989)

Leichtweif}, K.
Konvexe Mengen
Hochschultext zur Mathematik, Springer, 1980

Linhart, J.
An Upper Bound for Equilateral Zonotopes
in : Intuitive Geometry

Linhart, J.
Extremaleigenschaften der Reguléren 3-Zonotope
Studia Sci Math Hung 21 (1986) no 1-2, 181 - 188

Linhart, J.
Uber die Varianz der Breite von Zonotopen
Beitrége Algebra Geom 27 (1988), 55 - 62

Linhart, J.
Approximation of a Ball using Zonotopes
Arch Math (Basel) 53 (1989) no 1, 82 - 86

Linhart, J.; Osterreicher, F.

75

GleichméBige Verteilung von Punkten in gewissen metrischen Rdumen,

speziell auf der Kugel
Monatshefte der Mathematik 89 (1980), 111 - 120

Lubotzsky, A.; Phillips, R.; Sarnak, P.
Hecke Operators and Distributing Points on a Sphere 1

Comm. on Pure and Appl. Math., Vol XXXIX, (1986), nr Supplement,

S. 149 - 186



76

[58]

[59]

[67]

[68]

LITERATURVERZEICHNIS

Lubotzsky, A.; Phillips, R.; Sarnak, P.
Hecke Operators and Distributing Points on S2 II
Comm. on Pure and Appl. Math., Vol XXXX, nr 4 (1987), 401 - 420

Mackay, A.L.; Finney, J.L.; Gotoh, K.
The Closest Packing of Equal Spheres on a Spherical Surface
Acta Cryst. A33, (1977), 98 - 100

Mackay, A.L.

The Packing of Three Dimensional Spheres on the Surface of a Four-
Dimensional Hypersphere

J Phys 13 (1980) no 11, 3373 - 3379

Martini, Horst
Some Results and Problems around Zonotops
in : Intuitive Geometry, 1985

Melnyk, T.W.; Knop, O.; Smith, W.R.

Extremal Arrangements of Points and Unit Charges on a Sphere: Equi-
librium Configurations Revisited

Canadian Journal of Chemistry 55 (1977), 1745 - 1761

Meschkowski, H.
Ungeloste und unlésbare Probleme der Geometrie
Braunschweig, Bibliographisches Institut, 1960

Miles, R.E.
Isotropic Random Simplizes
Adv. Appl. Prob 3, (1971), 353 - 382

Molnér, J.
Kreislagerungen auf einer Kugel
Mat Lapok 4 (1953), 113 - 123

Molnér, J.

Sur les Empilements Optimaux des Spheres dans une Sphere de I’Espace
a courbure costante a n Dimensions

Ann Univ Sci Budapest 18 (1974), 87 - 99

Miiller, C.
Spherical Harmonics
Lecture Notes in Mathematics, 17; Springer, 1967

Neumaier, A.
Discrete Measures for Spherical Design
Nederl Akad Wetensch Indeg Math 50 (1988) no 3, 321 - 334



LITERATURVERZEICHNIS 77

[69]

[70]

[74]

[75]

[76]

[77]

[78]

[79]

[30]

Neutsch, W.
Optimal Spherical Designs and Numerical Integration on the Sphere
J Comput Phys 51 (1983) no 2, 313 - 325

Robinson, R.M.
Arrangement of 24 Circles on a Sphere
Math Ann 144 (1961), 17 - 48

Robinson, R.M.
Finite Sets of Points on a Sphere with Each Nearest to Five Others
Math Ann 179 (1969), 296 - 318

Rogers, C.A.
Packing and Covering
Cambridge University Press 1964

Schneider, R.
Zur optimalen Approximation konvexer Hyperflichen durch Polyeder
Math Ann 256 (1981), 289 - 301

Schneider, R.; Weil, W.
Zonoids and related topics
in : Convexity and its Applications

Schiitte, K.
Uberdeckung der Kugel mit héchstens acht Kreisen
Math Ann 129 (1955), 181 - 186

Schiitte, K.; v.d. Waerden, B.L.

Auf welcher Kugel haben 5,6,7,8 oder 9 Punkte mit Mindestabstand
Eins Platz 7

Math. Ann. 123 (1951), 96 - 124

Seymour, P.D.; Zaslavsky, T.
Averaging Sets
Adv. of Math. 52 (1984), 213 - 240

Stolarsky, K.B.
Sums of distances between points on a sphere II
Proc Amer Math Soc 41 (1973), 572 - 582

Stolarsky, K.B.
An extremal Characterisation of regular Simplizes via Gegenbauer Po-
lynomials.

Geometriae dedicata 5 (1976) no 2, 229 - 238

Strohmajer, J.
Uber die Verteilung von Punkten auf der Kugel
Ann Univ Sci Budapest Eotvos Sect Math 6 (1963), 49 - 53



78

[81]

[86]

[87]

LITERATURVERZEICHNIS

Szabd, J.; Roller, B.
Anwendung der Matrizenrechnung auf Stabwerke
Akademiai Kiado, Budapest, 1978

Székely, E.
Sur le probleme de Tammes
Ann Univ Sci Budapest E6tvos Sect Math 17 (1974) pp 157 - 175

Tammes, R.M.L.
On the Origin Number and Arrangement of the Places of Exits on the

Surface of Pollengrains.
Rec.Trv.Bot.Neerl. 27 (1930), 1 - 84

Tarnai, T.

Note on the Packing of 19 Equal Circles on a Sphere
Elem Math 22 (1967) 108 - 110

Elem Math 39 (1984) no 2, 25 - 27

Tarnai, T.
Packing of 180 Equal Circles on a Sphere
Elem Math 38 (1983), no 5, 199 - 122

Tarnai, T.
Multisymmetric Packing of Equal Circles on a Sphere
Ann Univ Sci Budapest Eotvos Sect Math 27 (1984), pp 199 - 204

Tarnai, T.
Spherical Circle-Packing in Nature, Practise and Theory
Structural Topology 1984 no 9 , 39 - 58

Tarnai, T.; Gaspar, Zs.
Improved Packing of Equal Circles on a Sphere and Rigidity of its Graph
Math Proc Cambridge Philos Soc 93 (1983) no 2, 191 - 218

Tarnai, T.; Géaspar, Zs.
Rigidity of the Graphs of the Spherical Circle Packings
Z Angew Math Mech 63 (1983) no 5, T 333 - T 334

Tarnai, T.; Géaspar, Zs.
Covering the Sphere with Equal Non-Overlapping Circles
in : Intuitive Geometry , 1985

Tarnai, T.; Gaspar, Zs.
Covering the Sphere with 11 Equal Circles
Elem Math 41 (1986), no 2, 35 - 38



LITERATURVERZEICHNIS 79

[92] Tarnai, T.; Gaspar, Zs.
Multisymmetric Close Packings of Equal Spheres on the Spherical Sur-
face
Acta Cryst Sect A 43 (1987) no 5, 612 - 616

[93] Tarnai, T.; Gaspér, Zs.
Covering a Sphere by Equal Circles and the Rigidity of its Graph
Math Proc Cambridge Phil Soc, Vol 110, no 1 (1991),pp 71 - 90

[94] v.d.Waerden, B.L.
Punkte auf der Kugel. Drei Zusétze
Math Ann 125 (1952), 213 - 222

[95] v.d.Waerden, B.L.
Pollenkoérner, Punktverteilungen auf der Kugel und Informationstheorie
Die Naturwissenschaft 48 (1961), 189 - 192

[96] Wagner, G.
On Means of Distances on the Surface of a Sphere
J Austral Math Soc Ser A 47 (1989) no 3, 466 - 482

[97] Wagner, G.
On the product of distances to a Point Set on a Sphere
Pacific J Math 144 (1990) no 2, 389 - 398

[98] Wagner, G.
On Averaging Sets
Monatshefte der Mathematik 111 (1991) no 1, 69 - 79

[99] Wagner, G.
On a New Method for Constructing Good Point Sets on Spheres
Preprint

[100] Wendel, J.G.
A Problem in Geometric Probability
Math Scand 11, (1962), 109 - 111

[101] Whyte, L.L.
Unique Arrangement of Points on a Sphere
Amer Math Monthly 59 (1952), 606 - 611

[102] Zhou, J.N.
An Inequality Involving the Distances between Points on a Sphere
Kexue Tongbao 33 (1988) no 14, 1045 - 1047

[103] Zhou, J.N.
An Inequality of Distances between Points on a Hypersphere
Chinese Sci Bull 34 (1989) no 18, 1514 - 1518



80 LITERATURVERZEICHNIS

[104] Zhou, J.N.
An Inequality of Distances between Points on a Hypersphere
J of Math Research Exposition, 10 (1990), no 1, 65 - 68



