IV. MORPHOLOGIE OPTIMALER POLYEDER

(1) Wir haben fiir n-eckige Polyeder, 6 < n < 14, Strukturen gesucht, die das jeweilige optimale
Polyeder nicht enthalten kann. Mit vollstdndigen Listen (einfacher) n-Flache konnten wir dann fiir
6 < n <9 den Typus des optimalen Polyeders eindeutig bestimmen; bei n = 10 erhielten zwei
Polyedertypen, die fiir das optimale Polyeder in Frage kommen. Nun suchen wir Polyedertypen fiir
das optimale Polyeder, wenn n = 11 bzw. n = 14. Klarerweise konnen wir uns dabei auf Typen
beschrinken, die der Kugel einschreibbar sind, und die [s.(IIL.4)] zu einem Dreieckspolyeder
gehdren. Zu einem gegebenen Typus betrachten wir ein entsprechendes konvexes Polyeder, sowie
dessen Mosaik auf der Kugeloberfliche. Wenn wir den Polyedertypus éndern, so stellen wir uns
vor, nicht das Polyeder selber, sondern nur dessen Mosaik abzudndern, um Fragen der Existenz des

Polyeders auB3er Acht lassen zu kdnnen.

Besitzt ein n-eckiges Polyeder p, Ecken vom Grad k, soistp; +p,+ps+ps+t p-+pst..=n
und die zweifache Anzahl seiner Kanten ist durch 3p; + 4p, + S5ps + 6ps + 7p; + 8ps + ... = 6 n-12
gegeben. Aus diesen Gleichungen folgt:

3ps+2ps+ps -p-2ps-...= 12,

Da p, > 0 besitzt jedes Polyeder Ecken vom Grad 3, 4 oder 5; und bei einem konvexen n-eckigen

Dreieckspolyeder, das nur Ecken vom Grad 4, 5 oder 6 besitzt, ist
2p, + ps= 12 sowie ps =n - (ps + Ps).

Ein n-eckiges Dreieckspolyeder mit u Ecken vom Grad 4, v Ecken vom Grad 5 und w Ecken vom

Grad 6 werden wir im weiteren als (n; u,v,w)-Polyeder bezeichnen.

Wir betrachten nun ein n-eckiges Dreieckspolyeder P, und Q sei eine Ecke kleinsten Grades von
P; weiters sei Q in zyklischer Reihenfolge zu A,, A,, A,, ... benachbart. Da jedes Polyeder Ecken
vom Grad 3, 4 oder 5 besitzt, ist Q vom der Grad q = 3, 4 oder 5. Loschen wir Q und die von Q
ausgehenden Kanten, so erhalten wir ein (n-1)-eckiges Polyeder P', das eine Nicht-Dreiecksflidche
besitzen kann. Dabei wird der Grad der Ecken A;, 1=1 ... q, um 1 verringert, und der Grad der
iibrigen Ecken des Polyeders bleibt unverdndert. Enthdlt P' eine Nicht-Dreiecksflache, so zerlegen
wir diese durch Diagonalen in Dreiecke. Dabei erhoht sich der Grad einer Ecke A; um die Anzahl

der neu gezogenen Kanten, die von A; ausgehen.
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Legen wir die Art der Diagonalisierung fest, so ist P' eindeutig. Betrachten wir nun alle
moglichen Diagonalisierungen, so ist P' eindeutig, wenn q = 3. Istq =5,
so konnen wir P auf fiinf - zumeist unterschiedliche - Dreieckspolyeder
P' zuriickfiihren. Ist q=4, so gibt es zwei zumeist unterschiedliche
Polyeder P', auf die wir P zuriickfiihren kdnnen. Deren Typen lassen

sich durch das Kreuzen einer Kante ineinander tuberfiihren. Dieser

Abb. 5 Proze 14Bt sich so ausfilhren: Soll die Kante K eines
Dreieckspolyeders gekreuzt werden, bestimmen wir die Dreiecke mit

gemeinsamer Kante K und ersetzen K durch die Verbindung der Eckpunkte dieser Dreiecke, die
nicht zu K gehoren (Abb.5). Dieser ProzeB 148t sich nur dann nicht ausfiihren, wenn durch das

Loschen von K eine Ecke vom Grad zwei entstiinde.

Durch den Prozef3 "Loschen einer Ecke vom Grad 4 und die von ihr ausgehenden Kanten sowie
Triangulierung der entstandenen Vierecksflache", den wir X, nennen wollen, wird der Grad von
zwel gegeniiberliegenden Ecken des Vierecks A, ... A, um eins erniedrigt, der Grad der beiden
anderen Ecken der Vierecksflache wird nicht gedndert. £, werden wir so symbolisieren:

a4b+1 abdkﬁ'ab+1 a
—)C odacr IZer: C+1 d —_—> C

b

d .
c+1 d d

Durch das Kreuzen der Kante A,A, wird der Grad von A, und A, eins erniedrigt und der von A,

und A; um eins erhoht. Den Proze3 des Kreuzens werden wir so symbolisieren:

b+1 K a
d-—1 % > ¢

a—1 b
c+1 d-

Ist Q vom Grad 5, so entsteht durch das Léschen von Q und der von Q ausgehenden Kanten ein
Polyeder mit einer Fiinfecksflache A, ... A; . Durch das Triangulieren dieser Fiinfecksflache wird
der Grad einer dieser Ecken um eins erhoht, der Grad der dazu benachbarten Ecken um eins
erniedrigt, und der Grad der iibrigen Ecken des Polyeders wird nicht gedndert. Diesen Prozef3 des

Loschens und Triangulierens, den wir £; nennen wollen, werden wir im weiteren so symbolisieren:

a b+1 a b
5 ¢c-1 —> cC.
e d+1 e d

(2) Mit diesen Prozessen wollen wir die Typen bestimmen, die fiir das fiir n = 11 optimale

Polyeder P in Frage kommen. Von diesem haben wir gezeigt, dal3 es nur Ecken vom Grad 4, 5 oder
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6 besitzen kann, und wenn es ein Doppelviereck besitzt, so darf es keine weitere dazu nicht-
benachbarte Ecke vom Grad 4 enthalten [s.(I1.1)]. Da 2p, + ps = 12 besitzt P zumindest eine Ecke
vom Grad 4, und daher konnen wir P stets durch X, auf ein 10-eckiges Polyeder P' zuriickfiihren,

wobei wir die Triangulierung fiir X, geeignet wihlen werden.

Kennen wir umgekehrt ein 10-eckiges Polyeder P', so erhalten wir daraus ein 11-eckiges
Polyeder P mit einer neuen Ecke vom Grad 4, indem wir zwei benachbarte Dreiecke ABC, CBD
auswiahlen, die gemeinsame Kante BC loschen, und die Ecken A, B, C D mit einem Punkt E aus
dem Inneren von ABCD verbinden. Diesen Prozef3 nennen wir I1,, und wir sagen, daf} durch I, die

Kante BC geloscht wird.

Nun ist es offensichtlich, dal wir durch diesen Prozel genau dasselbe Polyeder P erhalten,
wenn wir von einem Polyeder P'" ausgehen, dessen Typus wir aus dem Typus des Polyeders P'
durch das Kreuzen von BC erhalten konnen. Wenn wir den Typus von P bestimmen wollen, ist es
also egal, ob wir P' oder P'" als "Ursprungspolyeder" betrachten, wenn beide Polyedertypen

existieren.

Wenn wir die Triangulierung fiir £, fest vorgeben, so 146t sich daher jedes 11-eckige Polyeder P
in eineindeutiger Weise auf ein 10-eckiges Polyeder P' zuriickfiihren. Das bedeutet insbesondere,
dafl das Polyeder P bzw. ein Polyeder diesen Typs nur dann existieren kann, wenn es ein 10-

eckiges Polyeder P' gibt, auf das sich P zuriickfiihren 148t.

Um die Typen der 11-eckigen Polyeder zu bestimmen, die die oben genannten Bedingungen fiir
das fiir n = 11 optimale Polyeder erfiillen, miissen wir die Typen aller 10-eckigen Polyeder
bestimmen, die durch Z, aus einem solchen Polyedertyp entstehen konnen. Dann miissen wir aber
auch noch tberpriifen, welche 11-eckigen Polyedertypen sich aus diesen 10-eckigen Polyedern
durch I, tatséchlich herleiten lassen. Dabei werden wir die vollstandige Liste aller einfachen 10-
Flache dazu benutzen, die Eigenschaften der 11-eckigen Polyedertypen, die sich daraus herleiten

lassen, zu untersuchen.

(3) Wir betrachten nun zunichst ein 10-eckige Polyeder P' mit einer Ecke F vom Grad 3. Aus
diesem Polyeder erzeugen wir durch I, ein 11-eckiges Polyeder P. Wird dabei durch I, der Grad
von F nicht erhoht, so erhalten wir stets ein 11-eckiges Polyeder mit einer Ecke vom Grad 3, das
fiir n = 11 optimalen Polyeders kann aber keine Ecke vom Grad 3 besitzen. Der Grad von F wird
durch I1, jedoch nur dann erhdht, wenn durch diesen Prozef3 eine Kante geldscht wird, die zwei

Ecken verbindet, die beide zu F benachbart sind. Dabei wird aus F eine Ecke vom Grad 4, die zur
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neu entstandenen Ecke vom Grad 4 benachbart ist, d.h. das 11-eckige Polyeder P besitzt stets ein

Doppelviereck.

Das Polyeder P' darf nun keine weitere Ecke vom Grad 4 besitzen, die zur Ecke vom Grad 3
nicht benachbart ist, denn sonst enthielte P ein Doppelviereck und eine dazu nicht-benachbarte
Ecke vom Grad 4; aber das ist bei dem fiir n = 11 optimalen Polyeder nicht moglich. In dem zu P’
dualen Polyeder besitzt somit jede Vierecksfliche V eine Kante, an der V sich mit der
Dreiecksflache seitet, oder mit einer Dreiecksfliche verbunden ist. DaB3 aber jedes einfache 10-
eckige Polyeder mit einer Dreiecksflache auch eine Vierecksfliache besitzt, fiir die dieses nicht

zutrifft, entnehmen wir der Briickner'schen Liste aller einfachen 10-Flache [Abb. 6].
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Besitzt das Polyeder P' weitere Ecken vom Grad 3, so kann durch I, nur dann daraus ein 11-
eckiges Polyeder P ohne Ecke vom Grad 3 entstehen, wenn P' zwei Ecken A und D vom Grad 3
besitzt, die sich seiten. Sind B und C die Ecken des Polyeders, die sowohl zu A als auch zu D
benachbart sind, so kreuzen wir die Kante BC. Dadurch wird der Grad von A und D erh6ht, und der
von B und C verkleinert. Ist der Grad von B sowie von C grofler als 4, so erhalten wir stets ein 10-
eckiges Polyeder P'" ohne Ecke vom Grad 3. Da wir dann aus P' sowie P'"' durch I1, dasselbe 11-
eckige Polyeder erhalten, konnen wir 0.B.d.A. den 10-eckigen Polyedertypus, bei dem sich zwei
Ecken vom Grad 3 seiten, auBer Acht lassen. Ist B jedoch vom Grad 4, so kann das Polyeder nicht
zehn Ecken besitzen, denn B ist bereits zu A, D sowie zu C benachbart, und kann daher nur noch zu
einer weiteren Ecke M des Polyeders benachbart sein. Diese Ecke des Polyeders muB3 jedoch auch
zu A und zu D benachbart sein, denn sonst wére P' kein Dreieckspolyeder. Dann sind A und D aber
bereits mit B, M und C verbunden. Nun ist A vom Grad 3, und da ein Dreieckspolyeder vorliegen
soll, miissen auch C und M benachbart sein. Besitzt das Polyeder weitere Eckpunkte, so ist einer
von ihnen zu M oder C benachbart, muf3 aber auch zu D benachbart sein, denn sonst konnte kein
Dreieckspolyeder vorliegen. Dann wére aber D zumindest vom Grad 4; ist D vom Grad 3, so kann

daher das Polyeder hochstens fiinf Eckpunkte besitzen.

Somit konnen wir annechmen, daf3 P' keine Ecken vom Grad 3 besitzt. Wir nehmen nun an, P'
besitze ein Doppelviereck ABCDEF und wihlen fiir dieses die Bezeichnungen der Abb. 3. Wird

aus P' durch I1, ein 11-eckiges Polyeder P erzeugt, so konnen folgende Félle eintreten:

(a) Durch I1, wird keine Kante des Doppelvierecks geldscht. Dann erhalten wir ein 11-eckiges
Polyeder mit einem Doppelviereck und einer dazu nicht-benachbarten Ecke vom Grad 4, die durch

I1, erzeugt wurde.

(b) Durch I, wird eine Kante des Doppelvierecks geloscht, die von C oder von D ausgeht. Da
durch I, der Grad dieser Ecke nicht geéndert wird, erhalten wir ein 11-eckiges Polyeder mit einem

(neuen) Doppelviereck.

(c) Durch I1, wird eine duBlere Kante des Doppelvierecks geldscht; das sind in der gewéhlten
Bezeichnung die Kanten AB, BF, FE und EA. Dann entsteht durch I, ein 11-eckiges Polyeder mit
zumindest zwei nicht benachbarten Ecken vom Grad 4, denn eine wurde durch den Prozef3 erzeugt,

und der Grad von C oder D wurde nicht gedndert.

Besitzt P' zwei Doppelvierecke, so kann nur dann ein 11-eckiges Polyeder P ohne

Doppelviereck entstehen, wenn durch I1, eine gemeinsame Kante der Doppelvierecke geloscht
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wird. Im dualen Polyeder ist dies dann der Fall, wenn es eine Kante gibt, die Doppelvierecke
verbindet, wenn wir im dualen Polyeder zwei Vierecksflichen mit gemeinsamer Kante als
Doppelviereck bezeichnen. Daher konnen wir fiir P' Polyeder vom Typus Nr. 77 - 81 sowie 83a der
Briickner'schen Liste ausschlielen, denn aus einem solchen Polyeder erhalten wir durch I1, stets ein

11-eckiges Polyeder mit einem Doppelviereck und einer dazu nicht-benachbarten Ecke vom Grad

4.

Bei einem Polyeder vom Typus Nr. 82 der Briickner'schen Liste gibt es zwei Kanten, die zu
beiden Doppelvierecken des Polyeders gehdren. Wird eine dieser beiden Kanten durch I, geldscht,
so entsteht ein 11-eckiges Polyeder mit vier zueinander nicht benachbarten Ecken vom Grad 4,
denn jedes Doppelviereck wird durch eine Struktur ersetzt, die zwei nicht-benachbarte Ecken vom
Grad 4 besitzt. Wird durch I, eine andere Kante des Polyeders geloscht, so entsteht ein 11-eckiges
Polyeder mit einem Doppelviereck und einer dazu nicht benachbarten Ecke vom Grad 4. Somit

konnen wir fiir P' auch diesen Polyedertyp ausschlief3en.

Wird bei einem Polyeder vom Typus Nr. 83b der Briickner'schen Liste durch I1, eine innere
Kante des Doppelvierecks geldscht, so entsteht ein Polyeder mit einem Doppelviereck und einer
dazu nicht benachbarten Ecke vom Grad 4. Wird durch I, eine &duflere Kante des Doppelvierecks
geldscht, so entsteht ein 11-eckiges Polyeder mit vier zueinander nicht benachbarten Ecken vom
Grad 4, es sei denn, durch IT, wird die Kante geldscht, an der sich das Doppelviereck mit einer
Ecke vom Grad 4 seitet. Im dualen Polyeder ist dies nur dann der Fall, wenn es eine Kante gibt, die
ein Doppelviereck des dualen Polyeders mit einer Vierecksfliche verbindet. Kreuzen wir die
entsprechende Kante des Dreieckspolyeders, so erhalten wir ein Polyeder vom Typ Nr. 84 der
Briickner'schen Liste. Da wir dann durch I, dasselbe Polyeder erhalten, konnen wir 0.B.d.A. den

Typus Nr. 83b der Briickner'schen Liste auBler Acht lassen.

Wird bei einem Polyeder vom Typus Nr. 83¢ der Briickner'schen Liste durch I, eine innere
Kante des Doppelvierecks geloscht, so entsteht ein Polyeder, das zwei Doppelvierecke besitzt.
Wird durch I, eine dullere Kante des Doppelvierecks geldscht, so entsteht ein Polyeder mit einem
Doppelviereck und zwei dazu nicht benachbarten Ecken vom Grad 4, es sei denn, durch I1, wird
die Kante von P' geloscht, an der sich beide Doppelvierecke seiten. Kreuzen wir diese Kante, so
erhalten wir jedoch ein Polyeder vom Typ Nr. 85 der Briickner'schen Liste, und analog zu den
vorigen Uberlegungen kénnen wir 0.B.d.A. auch den Typus Nr. 83c Briickner'schen Liste aufer

Acht lassen.
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(4) Somit haben wir gesehen, dal wir uns bei der Suche nach einem 10-eckigen Polyeder P', aus
dem durch I, ein 11-eckiges Polyeder P entstehen kann, dessen Typus fiir das fiir n = 11 optimale
Polyeder in Frage kommt, auf Polyeder vom Typus Nr. 84 oder Nr. 85 der Briickner'schen Liste

beschrinken konnen. Diese Typen wollen wir nun genauer betrachten.

Die Kanten eines Polyeders vom Typ Nr. 84 der Briickner'schen Liste
[Abb.7] lassen sich in vier Gruppen einteilen. Die erste Gruppe besteht aus
den zwolf Kanten, die von einer Ecke vom Grad 4 ausgehen, zur zweiten
Gruppe gehoren die drei Kanten, an denen sich zwei Ecken vom Grad 4

seiten, zur dritten gehoren die drei Kanten, an denen sich zwei Ecken vom

Grad 5 seiten, und die vierte Gruppe besteht aus den sechs Kanten, an

Abb. 7 denen sich eine Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke vom Grad 5 seitet. Die
Kanten derselben Gruppe sind im topologischen Sinn zueinander kongruent; d.h. wir erhalten stets
denselben Polyedertypus, egal welche Kante einer Gruppe durch I, geloscht wird. Dabei treten
folgende Fille auf:

Loschen wir durch I, eine Kante der ersten Gruppe, das sind die Kanten, die von einer Ecke
vom Grad 4 ausgehen, so bleibt diese Ecke vom Grad 4 bestehen, ist aber zur neu entstandenen
Ecke vom Grad 4 benachbart. Somit entsteht durch I, ein 11-eckiges Polyeder mit einem
Doppelviereck und zwei dazu nicht benachbarten Ecken vom Grad 4. Dieses Polyeder kommt

jedoch fiir n =11 als optimales Polyeder nicht in Frage [s.o.].

Kreuzen wir eine Kante der zweiten Gruppe, das sind die Kanten, an der sich zwei Ecken vom
Grad 4 seiten, so erhalten wir ein Polyeder vom Typ Nr. 85 der Briickner'schen Liste; daher reicht

es in diesem Fall aus, ein Polyeder von dem genannten Typus zu betrachten.

Loschen wir durch I1, eine Kante der dritten Gruppe, das sind die Kanten, an denen sich zwei
Ecken vom Grad 5 seiten, so entsteht eine neue Ecke vom Grad 4, aber der Grad der bereits
bestehenden Ecken vom Grad 4 wird nicht geéndert. Das neue Polyeder besitzt somit vier nicht-
benachbarte Ecken vom Grad 4; dies kann bei dem fiir n = 11 optimalen Polyeder jedoch nicht der

Fall sein .

Loschen wir zuletzt durch I, eine Kante der vierten Gruppe, das sind die Kanten, an denen sich
eine Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke vom Grad 5 seitet, so entsteht ein (11; 3,8,2)-Polyeder,

dessen Typus fiir das fiir n = 11 optimale Polyeder in Frage kommt (Abb.8, rechts).
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Zuletzt haben wir noch Polyeder vom Typ Nr. 85 der Briickner’schen Liste zu untersuchen.
Diese sind vom Typ der in (IILI.1) beschriebenen antiprismatischen Doppelpyramide, und besitzen
somit acht Kanten, die von einer Ecke vom Grad 4 ausgehen [erste Gruppe], acht Kanten, an denen
sich eine Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke vom Grad 5 seitet [zweite Gruppe], und acht Kanten, an
denen sich zwei Ecken vom Grad 5 seiten [dritte Gruppe]. Auch hier erhalten wir typengleiche

Polyeder, wenn durch I, eine Kante derselben Gruppe geldscht wird.

Wird durch I1, eine Kante geldscht, die von einer Ecke E vom Grad 4 ausgeht, so ist die neu
entstechende Ecke vom Grad 4 zu der bereits bestechenden Ecke E vom Grad 4 benachbart. Das
Polyeder besitzt somit ein Doppelviereck und eine dazu nicht benachbarte Ecke vom Grad 4; sein

Typus ist daher nicht der Typus des fiir n = 11 optimalen Polyeders.

Wird durch I1, eine Kante geloscht, an der sich zwei Ecken vom Grad 5 seiten, so erhalten wir

ein (11; 3,8,2)-Polyeder, das zu dem bereits erhaltenen isomorph ist.

Wird zuletzt durch I1, eine Kante geldscht, an der sich eine Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke
vom Grad 5 seitet, so erhalten wir ein (11; 2,10,1)-Polyeder, dessen Typus ebenfalls fiir das fiir n =

11 optimale Polyeder in Frage kommt.

Damit haben wir fiir das fiir n = 11 optimale Polyeder zwei mogliche Typen erhalten [Abb.8].
Weiters haben wir gezeigt, daB3 es nur ein (11; 2,10,1)-Polyeder gibt, und daB} es kein (11; 1,10,0)-
Polyeder geben kann.

Zu beiden Polyedertypen wurde das Polyeder mit dem groBiten Volumen ndherungsweise
bestimmt, dazu wurde der in (II1.4) beschriebene Algorithmus verwendet. Somit ist das Volumen
des fiir n = 11 optimalen Polyeders > 2.35463, und dieses Polyeder diirfte nur eine Ecke vom Grad

6 und somit zwei Ecken vom Grad 4 besitzen:

Volumen =~ 2.35463 Volumen = 2.32971

Abb. 8
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(5) Wir haben gezeigt, dal das optimale Polyeder fiir n = 14 weder ein Doppelviereck noch zwei
zueinander nicht benachbarte Ecken vom Grad 4 besitzen kann [s.(II.1) bzw. (I.7)]. Somit besitzt
das fiir n = 14 optimale Polyeder hochstens eine Ecke vom Grad 4, die sich noch dazu nur mit

Ecken vom Grad 5 seiten darf [s.(1.8)].

Diese Bedingungen sind bei einem (14; 0,12,2)-Polyeder sicher erfiillt. Um alle Typen 14-
eckiger Polyeder ohne Ecken vom Grad 4 zu bestimmen, betrachten wir zunichst ein (14; 0,12,2)-
Polyeder P, bei dem eine Ecke W vom Grad 5 zu beiden Ecken vom Grad 6 benachbart ist. Dann
ist diese Ecke in jedem Fall in zyklischer Reihenfolge zu einer Ecke A vom Grad 6 und zwei Ecken
B bzw. C vom Grad 5 benachbart. Die beiden iibrigen Ecken, die zu W benachbart sind, seien - in
derselben zyklischen Reihenfolge - D und E. Eine dieser Ecken ist vom Grad 6, die andere ist -

ebenso wie alle weiteren Ecken des Polyeders - vom Grad 5.

Die Ecke A des Polyeders kann nicht zur Ecke C benachbart sein, denn sonst wére B hochstens
vom Grad 3, ebenso sind A und D nicht zueinander benachbart. Daher mull A zu drei weiteren
Ecken F, G bzw. H des Polyeders benachbart sein. Da wir nur 14-eckige Dreieckspolyeder
untersuchen, ist einer dieser Punkte auch zu E und ein anderer auch zu B benachbart; dies seien F

bzw. H [s. Abb. 9]

Abb. 9

Nun ist B bereits zu vier schon bekannten Ecken von P benachbart. Ist B vom Grad 5, so kann B
nur noch zu einer weiteren Ecke des Polyeders benachbart sein. Dies ist nicht G, denn sonst wére H
hdchstens vom Grad 3, ebensowenig konnen B und D benachbarte Ecken des Polyeders sein. Sind
B und F benachbarte Polyederecken, so miissen auch F und H benachbarte Polyederecken sein,
denn sonst kann kein Dreieckspolyeder vorliegen; dann ist aber G hochstens vom Grad 3. Ebenso
sind B und E nicht zueinander benachbarte Polyederecken, denn sonst miilten analog auch C und E

zueinander benachbart sein, und D wire dann nur vom Grad 3.
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Somit ist B zu einer weiteren Ecke K des Polyeders benachbart, die ihrerseits zu H und zu C

benachbart sein muf3, denn sonst wére B nicht vom Grad 5 oder P wire kein Dreieckspolyeder.

Ebenso wie zuvor B ist nun C zu vier bereits bekannten Ecken des Polyeders benachbart.
Weiters kann C nicht zu H oder E benachbart sein, denn sonst wire K bzw. D hochstens vom Grad
3. Wéren C und G oder C und F zueinander benachbart, so miifiten auch K und G bzw. D und F
zueinander benachbart sein, denn sonst wire P kein Dreieckspolyeder; dann wire aber H bzw. E
hochstens vom Grad 4. Somit ist C zu einer weiteren Ecke L des Polyeders benachbart, die
ihrerseits zu K und zu D benachbart sein mul3, denn sonst wire C nicht vom Grad 5 oder P wire

kein Dreieckspolyeder. Das heif3it: das Polyeder enthélt die in Abb. 10 dargestellte Struktur.

Abb. 10

Von den bereits bekannten Polyederpunkten sind H und K bereits zu vier bekannten
Polyederpunkten benachbart. Wire K dariiber hinaus zu G benachbart, so wiare H hochstens vom
Grad 4, wire K zu D benachbart, so wiare L vom Grad 3. Sind K und F zueinander benachbart, so
miifiten auch H und F zueinander benachbart sein, da ein Dreieckspolyeder vorliegen soll; dann
wire aber G hochstens vom Grad 3. Ebenso kénnen K und E nicht zueinander benachbart sein,

denn sonst wiren auch L und E zueinander benachbart, und D wire dann héchstens vom Grad 4.

Daher kann K zu einer noch nicht bekannten Ecke X des Polyeders benachbart sein, die wegen
der Dreiecksstruktur des Polyeders auch zu L und H, und - da dann H bereits zu fiinf Ecken des
Polyeders benachbart ist - auch zu G benachbart sein muf}. Somit enthélt das Polyeder ein
Kantenpolygon DEFGXL, bei dem in zyklischer Ordnung drei Ecken [K, X, L] vom Grad 5
aufeinanderfolgen, die bereits zu jeweils vier bereits bekannten Ecken des Polyeders benachbart

sind:
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Abb. 11

Wir betrachten nun die Ecke L des Polyeders. L kann nicht zu G oder E benachbart sein, denn
sonst wiare X bzw. D hochstens vom Grad 4, ebenso sind auch L und F nicht zueinander
benachbart, denn sonst wéren wegen der Dreiecksstruktur des Polyeders auch D und F zueinander
benachbart, aber dann wére E hochstens vom Grad 4. Somit muBl L zu einer bislang noch nicht
bekannten Ecke Y des Polyeders benachbart sein, die wegen der Dreiecksstruktur des Polyeders
auch mit X und D verbunden sein muB}. Damit ist X zu fiinf bereits bekannten Ecken von P
benachbart, und somit mufl Y auch zu G benachbart sein, denn sonst wére P kein Dreieckspolyeder.
Damit ist aber auch G zu fiinf bereits bekannten Ecken von P benachbart, und aus demselben
Grund wie zuvor mufl somit Y auch zu F benachbart sein. Dann ist aber auch die Ecke Y bereits zu
fiinf Ecken von P benachbart. Y ist aber It. Voraussetzung vom Grad 5. Da das Mosaik von P nur
aus Dreiecken bestehen soll, sind somit D und F benachbarte Ecken von P, doch damit ist

letztendlich E hochstens vom Grad 4.

Dies widerspricht den getitigten Voraussetzungen, und daher kann es ein (14; 0,12,2)-Polyeder,

bei dem eine Ecke vom Grad 5 zu beiden Ecken vom Grad 6 benachbart ist, nicht geben.

Somit ist bei jedem (14; 0,12,2)-Polyeder P jede Ecke vom Grad 5 hochstens zu einer Ecke vom
Grad 6 benachbart. Wir betrachten nun eine Ecke W vom Grad 5, die zu einer Ecke A vom Grad 6
und - in zyklischer Reihenfolge - zu Ecken B, C, D und E vom Grad 5 benachbart ist. Nun kdnnen
wir die Uberlegungen, die wir im vorigen Fall verwendet haben, auf die Punkte A, B, C, D und E
anwenden, und wir erhalten, daf P ein Kantenpolygon KLMNOP in der in Abb. 12 skizzierten Art
enthalt.
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Abb. 12

Bei diesem Kantenpolygon sind L und M bereits zu einer Ecke vom Grad 5 benachbart (und
zwar zu B), die zu einer Ecke vom Grad 6 benachbart ist; die Ecken L und M sind daher laut

Voraussetzung vom Grad 5. Dasselbe gilt fiir die Punkte O und P.

Die Ecke K ist nicht vom Grad 6, denn sonst wire L - eine Ecke vom Grad 5 - zu zwei Ecken
vom Grad 6 benachbart. K ist somit vom Grad 5. Wiren nun K und M oder K und O zueinander
benachbart, so wiare L bzw. P hochtens vom Grad 4. Sind K und N zueinander benachbart, so
miilen auch L und N oder P und N zueinander benachbart sein, denn sonst wire P kein

Dreieckspolyeder; dann ist aber M bzw. O hochstens vom Grad 4.

Somit ist K zu zwei noch nicht bekannten Punkten X und Y des Polyeders benachbart, die
ihrerseits zueinander benachbart sein miissen. Weiters ist einer dieser Punkte (dies sei X) zu L und
der andere (dies sei Y) zu P benachbart, denn sonst wére P kein Dreieckspolyeder. Dann sind P und
L bereits zu jeweils finf schon bekannten Ecken des Polyeders benachbart, und sind X und O
zueinander benachbart, denn sonst wére P kein Dreieckspolyeder. Da damit auch O zu fiinf Ecken
des Polyeders benachbart ist, miissen - aus demselben Grund wie zuvor - die Ecken X und N
zueinander benachbart sein. Dieselben Uberlegungen gelten fiir die Punkte Y, M und N, und daher
sind Y und M sowie Y und N zueinander benachbart. Damit haben wir nun tatsdchlich den Typus
eines (14;0,12,2)-Polyeders gefunden; dieses ist vom Typ der in (IIL.1) besprochenen
antiprismatischen Doppelpyramide. Aus unseren Uberlegungen folgt weiters, daB jedes (14;0,12,2)-

Polyeder nur von diesem Typ sein kann.

(6) Wir haben bereits gezeigt, daB3 das fiir n = 14 optimale Polyeder hochstens eine Ecke E vom
Grad 4 besitzt, die sich aber nur mit Ecken vom Grad 5 seiten kann [s.(1.6,7),(I1,1)]. Betrachten wir

den Grad der Ecken, die zur Ecke vom Grad 4 benachbart sind, so treten folgende Fille auf:
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(a) E ist zu mindestens zwei Ecken vom Grad 6 benachbart, die auch zueinander benachbart

sind.
(b) E ist zu zwei Ecken vom Grad 6 benachbart, die zueinander nicht benachbart sind.
(¢) E ist nur zu einer Ecke vom Grad 6 benachbart
(d) E ist nur zu Ecken vom Grad 5 benachbart.

Wenn wir im ersten Fall die Kante kreuzen, die die beiden Ecken vom Grad 6 verbindet, so

erhalten wir stets ein (14; 0,12,2)-Polyeder:

6 5 K .5
4 6 F ”5

6
5

Somit kann ein solches (14; 1,8,3)-Polyeder durch das Kreuzen einer entsprechenden Kante aus
einem Polyeder vom Typus der 14-eckigen antiprismatischen Doppelpyramide erhalten werden.
Dazu kommt aber nur eine Kante in Frage, an der sich eine Ecke vom Grad 6 mit einer Ecke vom
Grad 5 seitet. Aus Symmetriegriinden erhalten wir somit stets dasselbe (14; 1,8,3)-Polyeder, bei

diesem seitet sich aber die Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke vom Grad 6.

Ist E zu zwei Ecken A und C vom Grad 6 benachbart, die zueinander nicht benachbart sind, so
konnen diese auch auf anderem Wege nicht zueinander benachbart sein, denn sonst wire E zu
mindestens einer Ecke, und zwar B oder D, vom Grad 3 benachbart. Daher besitzt das Polyeder die
Eckpunkte K, L, M, N, O, P in der in Abb. 13 angegebenen Form, denn P ist ein Dreieckspolyeder.
[Um zu der Struktur von Abb. 13 zu gelangen, haben wir die Uberlegungen der vorigen

Untersuchungen sinngemaf verwendet].

Abb. 13

Da sich die Ecke vom Grad 4 nur mit Ecken vom Grad 5 seiten darf, sind K, M, N und P Ecken
vom Grad 5. Dabei ist z.B. die Ecke M zu vier bereits bekannten Ecken des Polyeders benachbart;
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somit kann M nur noch zu einer weiteren Ecke von P benachbart sein. Sind dabei M und O
benachbarte Ecken, so ist N hochstens vom Grad 4, sind M und K zueinander benachbart, so kann
L hochstens vom Grad 3 sein. Sind M und P zueinander benachbart, so miissen auch N und P
zueinander benachbart sein, denn sonst wire P kein Dreieckspolyeder. Sind aber N und P
zueinander benachbart, so ist O h6chstens vom Grad 3. Daher kann M nur zu einem noch nicht
bekannten Punkt X des Polyeders benachbart sein, der seinerseits wiederum mit L und N und, da
damit N bereits zu fiinf Punkten des Polyeders verbunden ist, mit O verbunden sein mul3, denn

sonst wére P kein Dreieckspolyeder.

Dieser Punkt X kann aber nicht zu K benachbart sein, denn sonst wire L hochstens vom Grad 4.
Weiters konnen auch K und O nicht zueinander benachbart sein, denn sonst wire P hochstens vom
Grad 4. Daher muB K zu einem noch nicht bekannten Punkt Y des Polyeders benachbart sein, der
seinerseits wiederum mit L und P und, da damit P bereits zu fiinf Punkten des Polyeders verbunden

ist, mit O verbunden sein muf3, denn sonst wére P kein Dreieckspolyeder.

Da das Polyeder bereits zwei Ecken vom Grad 6 besitzt, ist L oder O vom Grad 5. Daher
miissen X und Y zueinander benachbart sein, denn sonst konnte kein Dreieckspolyeder vorliegen.
Damit sind aber sowohl X als auch Y jeweils bereits zu fiinf Ecken des Polyeders benachbart, und
eine der beiden Ecken ist vom Grad 5. Soll ein Dreieckspolyeder vorliegen, so kann dieses daher
keinen weiteren Eckpunkt mehr enthalten; das vorliegende Polyeder besitzt aber nur 13 Eckpunkte
[s. Abb. 14].

Abb. 14

Also kann der Fall, dall E zu zwei Ecken vom Grad 6 benachbart ist, nicht eintreten. Ist nun
E zu einer Ecke vom A vom Grad 6 benachbart, so erhalten wir aus Uberlegungen analog zu denen

in vorigen Absatz, da3 das Polyeder die in Abb. 15 dargestellte Struktur besitzen muf3.

49



Abb. 15

Nun sind die Ecken K, M, P und Q vom Grad 5, denn sonst wiirde sich die Ecke vom Grad 4
mit einer Ecke vom Grad 6 seiten. Ist nun P zu L oder K benachbart, so ist M bzw. Q hochstens
vom Grad 4; daher kann P zu einer noch unbekannten Ecke X des Polyeders benachbart sein. Diese
Ecke ist wiederum zu M und Q und, da dann diese Ecken zu bereits fiinf Ecken des Polyeders
benachbart sind, zu K und L benachbart, denn sonst wére P kein Dreieckspolyeder. Da dann auch
K zu bereits fiinf Ecken des Polyeders benachbart ist, kann der bislang 11-eckigen Polyederstruktur
kein weiterer Eckpunkt mehr hinzugefiigt werden, ohne eine getroffene Voraussetzung zu

verletzen.

Ist zuletzt E zu vier Ecken A, B, C, D vom Grad 5 benachbart, und seitet sich E mit den Ecken
K, L, M, N vom Grad 5, so enthilt P analog zu obigen Uberlegungen die in Abb. 16 skizzierte
Struktur:

Abb. 16

Ist nun K zu P benachbart, so sind M und Q hdchstens vom Grad 4. Daher muf3 K zu einer
noch nicht bekannten Ecke X des Polyeders benachbart sein. Diese ist aber auch zu N und L

benachbart, denn sonst wire P kein Dreieckspolyeder. Da dann aber L und N bereits zu fiinf
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Punkten des Polyeders benachbart sind, muf3 aus demselben Grund X auch zu Q benachbart sein.
Das Polyeder besitzt dann zwar nur 10 Eckpunkte, kann jedoch keinen weiteren Eckpunkt mehr

besitzen, denn sonst wire K, L, M oder N zumindest vom Grad 6.

Nun haben wir alle Fille untersucht, die bei einem (14; 1,10,3)-Polyeder P auftreten kdnnen,
wenn sich die Ecke vom Grad 4 nur mit Ecken vom Grad 5 seiten darf, und wir haben gesehen, daf3
es kein solches Polyeder geben kann. Daher ist der Typus der antiprismatischen Doppelpyramide

der einzige Typus, den das fiir n = 14 optimale Polyeder besitzen kann.

(7) Mit unseren Methoden lieBen sich auch die Polyedertypen bestimmen, die fiir das optimale
Polyeder in Frage kommen, wenn n=13. Da die dazu nétigen Untersuchungen jedoch sehr
aufwendig werden, begniigen wir uns damit, nachzuweisen, dall es nur ein (13; 1,10,2)-Polyeder

gibt. DaB es kein (13; 0,12,1)-Polyeder geben kann, ist leicht einzusehen [s.auch [29] ].

Ist bei diesem die Ecke vom Grad 4 nur zu Ecken vom Grad 5 benachbart, so enthélt es die in

Abb. 17 gezeigte Struktur:

Abb. 17

Da das Polyeder nur zwei Ecken vom Grad 6 besitzt, konnen die Ecken K und M nicht
zueinander benachbart sein, denn sonst wére L oder N auf jeden Fall hochstens vom Grad 4.
Weiters konnen wir 0.B.d.A. annehmen, K sei vom Grad 5. Aus obiger Uberlegung folgt, dal K zu
einer noch nicht bekannten Ecke X des Polyeders benachbart ist, die ihrerseits zu L und N

benachbart sein muf3, denn sonst konnte kein Dreieckspolyeder vorliegen.

Ist nun auch L vom Grad 5, so mul} aus demselben Grund X auch zu M benachbart sein. Ist nun
M ebenfalls vom Grad 5, so kann das Polyeder keinen weiteren Eckpunkt mehr enthalten, da M
bereits zu fiinf Eckpunkten des Polyeders benachbart ist und da ein Dreieckspolyeder vorliegen
soll. Ist M vom Grad 6, so ist dieser Eckpunkt aus demselben Grund zu einer noch nicht bekannten

Ecke Y des Polyeders benachbart; die Ecke Y ist weiters zu N und zu X benachbart, denn sonst
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konnte kein Dreieckspolyeder vorliegen. Da dann N bereits zu sechs Ecken des Polyeders
benachbart ist, kann dieses keinen weiteren Eckpunkt mehr enthalten, und daher ist in diesem Fall

Y hochstens vom Grad 3 und X hochstens vom Grad 4.

Dieselben Uberlegungen gelten, wenn der Grad von N fiinf betriigt. Daher miissen L und N
Ecken vom Grad 6 und M eine Ecke vom Grad 5 sein. L und N konnen aber nicht zueinander
benachbart sein, denn sonst wiare M hochstens vom Grad 4 und die Ecke X, die zu K benachbart ist,
wire hochstens vom Grad 3. Daher ist L zu einer noch nicht bekannten Ecke Y des Polyeders
benachbart, die ihrerseits wiederum zu M und, da dann M bereits zu fiinf Ecken des Polyeders
benachbart ist, zu N benachbart sein muf3, denn sonst kdnnte kein Dreieckspolyeder vorliegen.
Dann ist aber D bereits zu sechs Ecken des Polyeders benachbart ist, und daher miissen X und Y
zueinander benachbart sein, denn sonst konnte kein Dreieckspolyeder vorliegen. Dann kann aber
die vorliegende Polyederstruktur um keinen Eckpunkt mehr erweitert werden; die Ecken X und Y

sind aber hochstens vom Grad 4, und bilden zudem ein Doppelviereck.

Da keiner der Fille eintreten kann, die mdglich sind, wenn bei einem (13; 1,10,2)-Polyeder P
die Ecke vom Grad 4 nur zu Ecken vom Grad 5 benachbart ist, mufl die Ecke vom Grad 4 zu
mindestens einer Ecke vom Grad 6 benachbart sein. Da P nur zwei Ecken vom Grad sechs enthilt,
muf} es ein Kantenfiinfeck im Mosaik des Polyeders geben, bei dem in zyklischer Reihenfolge die
Ecke vom Grad 4 mit einer Ecke vom Grad 6 und einer Ecke vom Grad 5 aufeinander folgen, und
das durch zwei Kanten, die von der Ecke vom Grad 6 ausgehen, in drei Dreiecke des Mosaiks
zerlegt wird [s. Abb. 18, links]. Loschen wir diese beiden Kanten, wihlen wir einen Punkt im
Inneren des Kantenpolygons und verbinden wir diesen mit den Eckpunkten des Polygons, so

erhalten wir aus dem 13-eckigen Polyeder P ein (14; 0,12,2)-Polyeder:

Abb. 18
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Somit 148t sich jedes (13; 1,10,2)-Polyeder durch I1; auf ein Polyeder vom Typ der 14-eckigen
antiprismatischen Doppelpyramide zuriickfithren. Da bei dieser jede Ecke vom Grad 5 zu genau
einer Ecke vom Grad 6 benachbart ist, erhalten wir aus Symmetriegriinden durch den umgekehrten
ProzeB3 stets dasselbe 13-eckige Polyeder. Somit kann es nur ein (13; 1,10,2)-Polyeder geben;
dessen Struktur hatten wir bereits in Abb. 14 skizziert.

Wir konnten zeigen, daf3 das fiir n = 13 optimale Polyeder ein Doppelviereck besitzt; zwei
nicht-benachbarte Ecken vom Grad 4 konnten wir allerdings nicht ausschlieBen. Mit genauen
Falluntersuchungen liefle sich nun zeigen, daf} es zwei (13; 2,8,3)-Polyeder gibt, bei dem jede Ecke
vom Grad 6 zu einer Ecke vom Grad 4 benachbart ist, und die daher fiir das n = 13 optimale

Polyeder in Frage kommen.

Somit ist das fiir n = 13 optimale Polyeder wahrscheinlich von einem der folgenden Typen:

Volumen = 2.61283 Volumen ~ 2.57646 Volumen = 2.56801
Abb. 18

Auch hier wurde fiir jeden Polyedertypus das Polyeder mit dem maximalen Volumen

niherungsweise bestimmt, und das Volumen des fiir n = 13 optimalen Polyeders ist > 2.61283.

(8) Viktor Eberhard [12, § 4-6] konnte einen fundamentalen Satz beweisen, aus dem folgt,
daf sich der Typus eines beliebigen n-eckigen Dreieckspolyeders durch sukzessives Kreuzen von
Kanten in den Typus eines jeden anderen n-eckigen Dreieckspolyeders iiberfiihren 146t, wenn beide

Typen existieren.

Daher konnen wir den Prozel3 des Kantenkreuzens dazu benutzen, Polyeder mit moglichst
groBem Volumen zu finden, die der Einheitskugel einbeschrieben sind und deren Eckenanzahl
vorgegeben ist. Durch den in (II1.6) beschriebenen Algorithmus koénnen wir zu einem gegebenen

Typus T ein Polyeder mit moglichst groBem Volumen, das "beste Polyeder des Typus", bestimmen.
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Dann gehen wir so vor: Zu einem Polyedertypus 7 bestimmen wir das beste Polyeder P, dessen
Kanten wir numerieren. Wir kreuzen die Kante mit der Nummer Eins, und erhalten einen neuen
Polyedertypus. Enthdlt dieser eine Ecke vom Grad 2, d.h. erhalten wir einen "ungiiltigen
Polyedertypus", so gehen wir zuriick zu 7 und kreuzen dessen ndchste Kante, bis wir einen
Polyedertypus 7" erhalten, der keine Ecke vom Grad 2 besitzt. Zu diesem bestimmen wir das beste
Polyeder P'. Hat dieses ein grofleres Volumen wie P, so ersetzen wir T durch 7" und beginnen den
Proze3 von neuem; ist das Volumen von P' kleiner oder gleich dem Volumen von P, so gehen wir

zuriick zu T, kreuzen dessen nachste Kante und starten den Prozef3 von neuem.

Dieser ProzeB3 endet bei einem Polyedertypus 7"’ mit bestem Polyeders P'", bei dem das Kreuzen
einer beliebigen Kante stets zu einem Typus fiihrt, dessen bestes Polyeder ein Volumen besitzt, das
stets kleiner oder gleich ist dem von P''. Wir notieren das Volumen, die Inzidenzmatrix, und die
Koordinaten der Eckpunkte von P', wihlen eine Seite von P'" aus und errichten iiber deren
Schwerpunkt eine Pyramide mit Spitze auf der Kugeloberflache. Dadurch erhalten wir ein (n+1)-
eckiges Polyeder mit groBerem Volumen als P'', mit dem wir den beschriebenen Prozefl von neuem
starten. Da wir durch das Aufsetzen einer Pyramide aus jedem n-eckigen Polyeder ein (n+1)-
eckiges mit groBerem Volumen erhalten, ist weiters die Folge der Volumina der optimalen

Polyeder streng monoton wachsend.

Um diesen Algorithmus zu beschleunigen, ist es zweckmifBig, nur die Lage der vier Eckpunkte
zu verandern, deren Grad durch den Kreuzungsalgorithmus gedndert wurde. Dadurch kdonnen zwar
Polyedertypen, deren bestes Polyeder ein noch groBeres Volumen besitzt, tibersehen werden; die

Rechenzeit wird jedoch erheblich verringert.

Das Kapitel 5 enthdlt den Quelltext eines Mathematica-Programms, das diesen Algorithmus
implementiert, das Kapitel 6 enthdlt die Ergebnisse des Programmes. Dabei werden zu jedem

Polyeder sein Volumen, seine Inzidenzmatrix und die Koordinaten seiner Eckpunkte angegeben.

Fir 10 < n < 14 ermittelt das Programm die in dieser Arbeit behandelten Polyeder und
Polyedertypen. Fiir n > 14 erhalten wir nur Polyeder, die Ecken vom Grad 5 und 6 besitzen; diese
Polyeder sind zu den sogenannten "Buckminster-Fullerenen" dual. Dies diirfte kein Zufall sein;
eine entsprechende Vermutung fiir das isoperimetrische Problem wurde 1939 von M.Goldberg [23]

ausgesprochen.

Um das Volumen eines Polyeders P nach oben abzuschitzen, konnen wir es in Ecken vom Grad
k zerlegen, wobei wir jedes Mosaikdreieck dreimal zéhlen. Das Volumen jeder Ecke vom Grad k

wird dann durch das Volumen der entsprechenden flachengleichen, reguldren Ecke vom Grad k
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nach oben abgeschétzt. Fiir ein (n; 0,12,n-12)-Polyeder erhalten wir folgende obere Abschitzung

fir das Volumen:

V< —.(12-P(5,x) + (n-12)-P(6,y) ) =B , wobei 12:x+(n-12)-y = 12-7.

W |-

Diese Funktion ist zwar streng konkav und besitzt daher eine eindeutige Maximalstelle, ihr
Maximal-wert ist aber nicht ohne weiteres explizit bestimmbar, muf} also fiir jedes n neu berechnet

werden.

B.Griinbaum und T.S.M Motzkin fanden einen Algorithmus, der es ermoglicht, fiir jedes n > 14
ein (n; 0,12,n-12)-Polyeder zu konstruieren. Ihr Konstruktionsalgorithmus ist einfach zu imple-
mentieren und liefert brauchbare, aber nicht besonders gute Polyeder. Eine schnelle und
zuverlassige Methode, fiir festes n alle moglichen Polyedertypen zu ermitteln, bei denen nur Ecken
vom Grad 5 und 6 vorkommen, wurde von G.Brinkmann und A.Dress ([9] bzw. [10]) entwickelt,
die mir dankenswerterweise ihren Algorithmus zur Verfiigung gestellt haben. Thren Algorithmus
mit dem hier vorgestellten zu verbinden wére eine lohnende Aufgabe fiir weitere
Forschungsarbeiten, insbesondere deshalb, weil es damit mdglich sein sollte, fiir beliebiges n das

entsprechende optimale Polyeder hinreichend genau zu approximieren.

(9) Es ist zu erwarten, dal3 unter den Polyedern, die nur Ecken vom Grad 5 und Grad 6 besitzen,
diejenigen ein besonders grofles Volumen aufweisen, die sich durch Unterteilung des Ikosaeders
erhalten lassen (5.[49],[51],[52]) und daher ikosaedrische Symmetrie besitzen (s.[35]). Dazu seien
folgende Beispiele erwiéhnt:

n = 32: Wir bilden die konvexe Hiille der Ikosaederecken und der Radialprojektionen der
Mittelpunkte der lkosaederflichen. Dadurch gelangen wir zu einem Polyeder, das zu einem halb-
reguléren Polyeder (dem "Fuf3ball") dual ist. Dieses Polyeder 148t sich in 12 Ecken vom Grad 5
zerlegen, und sein Volumen ist daher maximal, wenn diese reguldr und zueinander kongruent sind.

Somit besteht das beste Polyeder diesen Typs aus 60 kongruenten Dreiecken mit den Winkeln
(2n/5, /3, 1/3); sein Volumen betriigt 2/3-4/107/5-(v/5-1) ~3.50487.

n = 42: Die Ecken des Ikosaeders werden durch die Radialprojektion der
Kantenmittelpunkte ergénzt. Die konvexe Hiille dieser Punktmenge besitzt sechzig

gleichschenkelige Dreiecke mit Schenkel a= arccos 1 /(2-sinz/5) und Winkel 27/5 an der

Spitze, sowie zwanzig gleichseitige = Dreiecke = mit  Seiten der Lédnge b,

. 27 . .
cosb = cos’a+sin’a- COS? . Sein Volumen ist gegeben durch:
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/% +%.(J§—1) ~3.65871.

n = 72: In jeder Dreiecksfliche des Ikosaeders befinde sich ein gleichseitiges Dreieck, und
wir bestimmen die konvexe Hiille der Dreiecks- und der Ikosaedereckpunkte. Das gleichseitige
Dreieck sei dabei so gedreht, daB3 die konvexe Hiille nur aus gleichseitigen oder gleichschenkeligen
Dreiecken besteht. Dieses Polyeder besitzt zwolf regulire Ecken vom Grad 5, sechzig
gleichschenkelige Dreiecke, die sich an die Dreiecke der reguliren Ecken anschlieBen, sowie
zwanzig gleichseitige Dreiecke. Das Volumen des Polyeders ist von zwei Variablen abhéngig und

besitzt einen Maximalwert von ~ 3.87686.

n = 92: Die Kanten des lkosaedermosaiks werden in drei Teile geteilt und wir betrachten
die konvexe Hiille P der Menge, die aus den lkosederecken, den Teilungspunkte und den
Flachenmittel-punkten besteht. Es 188t sich zeigen, dafl das Volumen von P dann groBtmoglich ist,
wenn die Dreiecke im Inneren der lkosaederfléche gleichseitig sind. Das maximale Volumen von P

betriagt ~ 3.94371.
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Die erhaltenen Resultate sind in der folgenden Tabelle zusammengefaf3t. Dabei befinden sich in
der Spalte "B-M" die maximalen Volumina der Polyeder der Griinbaum-Motzkin-Konstruktion, in
der Spalte "axial" Volumina axialsymmetrischer Anordnungen, in der Spalte "prg" Volumina der
Polyeder, die in dieser Arbeit behandelt oder durch das oben beschriebene Programm ermittelt

wurden; in der fiinften Spalte befinden sich die Werte der zuvor beschriebenen oberen Schranke.

n B-M axial prg schr

5 0.86603

6 1.33333

7 1.58509

8 1.81572

9 1.79305 2.04375
10 2.21871 2.21871
11 2.35463
12 2.46696 2.53615
13 2.61283
14 2.72098 2.56810 2.72098 2.73861
15 2.78780 2.44167 2.80438 2.82300
16 2.85079 2.83681 2.88645 2.89841
17 2.92318 2.91381 2.94752 2.96616
18 2.99041 2.99750 3.00477 3.0273
19 3.02597 3.06321 3.08275
20 3.11232 3.11465 3.11854 3.13323
21 3.14160 3.16444 3.17938
22 3.17052 3.16133 3.19763 3.22172
23 3.20030 3.24036 3.24694 3.26069
24 3.23225 3.24223 3.27787 3.29668
25 3.24915 3.30484 3.33001
26 3.30027 3.32440 3.36096
27 3.31389 3.19487 3.38978
28 3.32855 3.41667
29 3.34289 3.44182
30 3.35915 3.43390 3.46540
31 3.36696 3.48754
32 3.40345 3.48474 3.50487 3.50837
42 3.48506 3.63821 3.65871 3.66688
72 3.58996 3.83760 3.87686 3.87933
92 3.61043 3.94245 3.94540

Tabelle 1
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